Generujici funkce

JAKUB LOWIT

ABSTRAKT. V pfednasce se naucime pracovat s takzvanymi generujici funkcemi,
které tvori pevny most mezi kombinatorikou a analyzou. Jejich znalost ndm d& po-
mérné koncepc¢ni vhled do nékterych kombinatorickych tloh. Ziskana intuice se muze
hodit necekané casto.

Motivacni okénko

Zakladni myslenku generujicich funkci muZeme dobfe ilustrovat na néasledujicich
cvicenich.

Cvieni 1. Jaky koeficient méa polynom (1 + 2% 4+ 27)2% u ¢lenu x17?

Cviceni 2. Mame tii kosiky s vejci. V prvnim jsou dvé zlutd, v druhém dvé modra
a ve tfetim tii cervena vejce. Kolika zpusoby lze vybrat 4 vejce?

V prvnim piiklad€ si misto ,roznasobeni“ zavorek zjevné situaci chceme pouze
kombinatoricky predstavit, zatimco druhy pfiklad 1ze pfimocafe pirevést na nasobeni
trojice polynomit a eliminovat tim moznost chyby. V tuto chvili by samoziejmeé
kdokoli mohl fict, ze jen slovickarime a pocitame triviality. Korespondenci mezi
kombinatorickymi a analytickymi tilohami 1ze ale dotdhnout mnohem dal, a v tu
chvili za¢ne byt prekvapivé uzite¢na. Tak vzhuru na to!

Hodi se védét

Shrneme par spise jednoduchych véci, které se bude hodit mit na paméti.

zntl 1

Tvrzeni. Pro libovolné x € R, n € Ny plati 1 +x + 22 +--- + 2" =

z—1

Tvrzeni. Pro libovolné z € R, n € N plati (3) + (o + (5)2? +--- 4+ (})a" =
=(x+1)".

Jediny nekonecny soucet, ktery budeme do zacatku potiebovat znat, je soucet
nekone¢né geometrické fady.!
Tvrzeni. Pro vSechna x € (—1,1) plati 1~ =Y ja™.

1Samoziejmé se hodit i dalsi; my si ale uzijeme dost zabavy i tak.
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V pfipadé z = 0 v pfedchozim tvrzeni pfitom pouZivime konvenci 0° = 1. A kdyz
uz jsme se dostali k tém nekoneénym souc¢tium, bylo by dobré védét, co takova
nekonecnd fada Y-, a,z™ vlastné je. Na takovou fadu se lze divat dvéma zpisoby.
Piedné sena ) . a,2z" mizeme divat jenom jako na formdini radu, tj. posloupnost
jejich koeficientd ag, a1, as, .. ., za kterymi jsou symboly z™. Takovéto formalni rady
si muzeme sc¢itat i nasobit jako by to byly polynomy. To odpovida kombinatorické
strané nasi teorie.

Zaroven by se nam ale mohlo chtit za x dosazovat. Pokud by to slo, odpovidala
by fada Y-, a,z™ né&jaké funkei f(z), ktera ¢islu = prifadi onen nekoneény soucet.
O radé bychom pak fikali, Zze konverguje. To ale bohuzel nefunguje vzdycky — pokud
se koeficienty a; chovaji nepékné, takovy soucet viibec nemusi davat smysl.

Tvrzeni. Konverguje-li fada f(x) = Y " ;ana" pro vSechna x € (—¢,€) pro né-
jaké dostatecné malé € > 0, pak jsou jeji koeficienty jednoznac¢né uréeny hodnotami
funkce f(x).

()
Koeficienty a,, se pak daji zrekonstruovat pomoci derivovani jako a,, = fT(O).

Protoze nés ale zajimé spis kombinatoricka strana mince, konvergencemi se moc
zabyvat nebudeme. K tomu, aby fada konvergovala na néjakém (—e, £) napfiklad bo-
haté staci, aby pro vSechna n € N platilo a,, < K™ pro néjaké pevné ¢islo K. Jakmile
tedy koeficienty a,, rostou dostateéné pomalu, jsou jednoznaéné urceny funkci f(z).
V takovém piipadé séitani a nasobeni téchto funkci odpovidd formalnimu séitani a
néasobeni piivodnich fad.?

Definice.? Af ag, a1, as,... je posloupnost redlnych &sel. Jeji generujici (¢asto téz
vytvotugict) funkei rozumime mocninnou fadu

oo
E apz".
n=0

Pointa je nasledujici. Mame-li néjakou posloupnost ¢isel, kterd nas zajima, mu-
zeme z ni vytvorit pfislusnou generujici funkci. Tu ale s trochou $tésti dokazeme
vyjadfit v uzavieném tvaru, tfeba tak jako to umime udélat pro nekonec¢né geo-
metrické fady. Kombinatorické ¢i algebraické vlastnosti ptivodni posloupnosti jsou
pak uschovany ve velmi kompaktnim tvaru, ve kterém s nimi umime jednoduse ma-
nipulovat — a pokud pfislusné fady konverguji, umime se kdykoli beztrestné vratit
zZpét.

Seznameni

Cviceni 3. Kolika zpusoby lze ¢islo n € N zapsat jako soucet k prirozenych ¢isel,
jestlize zaleZi na jejich poradi?
2Pokud Té fady zajimaji, urcité se o nich do¢te$ v kazdé kniZce o matematické analyze.

3Lze uvazovat i jiné druhy generujicich funkci, které se hodi k jinym téeltim — my si ale vystacime
s témito.
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Cviceni 4. Jakou generujici funkci ma posloupnost ag, ai,as, ..., kde a, odpo-
vida poctu zpusobi, jak zaplatit n korun pomoci korunovych, dvoukorunovych a
pétikorunovych minci? Umite ji napsat v uzavieném tvaru?

Cviceni 5. Mé&jme posloupnosti ag,a1,as,... a bg,by,ba,... a jejich generujici
funkce a(x), b(x). DokéZete pomoci nich vyjadiit generujici funkci posloupnosti,
jejiz i-ty ¢len je s; = agb; + a1b;—1 + -+ + a;by?

Cviéeni 6. Posloupnost ag, a1, ag, ... mé generujici funkei g(x). Jakou generujici
funkci pak bude mit posloupnost ¢astecnych soucti ag,ag + a1,a9 + a1 + az,...7

Ulozky
Zacneme nékolika péknymi tlohami, které nevyuzivaji zadnou komplikovanou teorii
—jenom trikovou praci s posloupnostmi a jejich generujicimi funkcemi. Ackoli se mize
hodit znat postupy z dalSich c¢asti prednasky, pravé nyni bychom mohli pochopit,
o co vlastné jde, a naucit se generujici funkce intuitivné pouzivat.

o x i 2
Uloha 7. Pro n € N spoctéte Y. (1) (7).

K2

Uloha 8. Mame pytel jablek, hrusek, pomeranéii a banantt. Chceme vyrobit salat
z n kust ovoce, aby

(1) pocet jablek byl sudy,

(2) pocet hrusek byl délitelny péti,

(3) byly v ném nejvyse 4 pomerance,

(4) byl v ném nejvyse jeden banan.
Kolika zptisoby to lze udélat?

Uloha 9. Hraci kostka je krychle, jejiz stény jsou popsané né&jakymi p¥irozenymi
¢isly. Navrhnéte dvojici kostek, jejichz hozeni je ekvivalentni hodu dvojici béznych
kostek, tj. aby se vSechny mozné soucty se objevovaly stejné casto. A dokazete urcit,
kolik takovych dvojic kostek existuje?

Uloha 10. Pro x € R, |z| < 1 dokaite

1

=)+ A+ ) (1 +a%)

kde napravo vystupuje nekonec¢ny soucin.

Uloha 11. Piirozen4 ¢isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickymi posloupnostmi
s diferencemi ry,rs, ..., r,. Dokazte, Ze % + % 4+ 4+ % =1.

Uloha 12. Rozkladem ¢&isla m € N rozumime rozlozeni &isla m na soucet pfiroze-
nych c¢isel, jejichz potfadi nas nezajima. Dokazte, ze pocet rozkladu ¢isla m na rizna
¢isla je stejny jako pocet rozkladi m na licha disla.

Uloha 13. Po celjch ¢&islech skace kobylka. Za¢ina v ¢&isle 1 a pokazdé se ndhodné

rozhodne zda sko¢i na ¢islo o jedna mensi ¢ na ¢islo o dvé vétsi. S jakou pravdépo-
dobnosti se nékdy dostane do 07
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Uloha 14. Pro sudé n € N dokaZte rovnost

n

i(—l)’“ <nz2> (2(nn—f)1+ 1> _ (n+ 1)2(n+ 2)'

k=0

(VJIMC 2014)

Uloha 15. Je dano rostouci posloupnost ag,ai,as,... v Ny takova, Ze kazdé
m € Ny lze vyjadrit pravé jednim zpisobem jako a; + 2a; + 4ay. Urcete aiggs.
(IMO Shortlist 1998)

Uloha 16. Najdéte vSechny disjunktni rozklady Ng = A U B takové, 7e pro kazdé
n € Ny mé rovnice x + y = n, x < y stejné feSeni v A x A jako v B X B.

Uloha 17. Existuje podmnozina pfirozenjch ¢&isel X takova, ze vechna dosta-
tecné velkd prirozena cisla lze vyjadrit jako soucet dvou prvkt z X stejnym poctem
zpusobu?

Uloha 18. Vrcholy pravidelného n-tihelniku jsou obarveny nékolika barvami. Vr-
choly kazdé barvy navic opét tvori pravidelny mnohotihelnik. Dokazte, Ze dva z nich
maji stejny pocet vrcholt.

Uloha 19. Dokazte, ze > (nf 1) = Fny1, kde na levé strané s¢itdme pres vSechna

smysluplnd k a F; znaci i-té Fibonacciho ¢islo.

Derivace

Jednim ze Sikovnych zpusobu, jak si uleh¢it praci, je derivovani a integrovani. Jeli

totiz fada > -, a,x™ konvergentni na néjakém neprazdném intervalu, jejim zderi-

vovanim dostaneme fadu1 oo o(n+1)ay412™. Zintegrovanim ptivodni fady naopak
o0

ziskdme fadu c + )" --an_12" pro néjaké relné c.

Uloha 20. Pro n € N spoététe hodnotu Y-/ _o k(7).

Uloha 21. Pfirozena &isla jsme disjunktné prokryli n aritmetickymi posloupnostmi
s diferencemi po fadé ri,rs,...,7, a poCateCnimi Cleny po fadé€ ai,as,...,a,. Do-

5 e @1 4 An 4 .., 4 an _ n—1
kazte, ze = R

Umét fady derivovat a integrovat se spolecné s dalsimi postupy hodi docela ¢asto.
Predchozi dvé tlohy tvorily jen lehkou ochutnavku — v dalSich ¢astech prednasky
nabyté znalosti znovu vyuzijeme.

Rekurence

Pomoci generujicich funkci lze pfimocare fesit razné rekurence. Pro rizné specialni
druhy rekurenci existuji prehlednéjsi zptsoby feseni, generujici funkce lze ale pouzit
dost obecné.

Uloha 22. Definujme ag = 0, a;+1 = 2a; + 1 pro i > 1. Vyjadiete explicitné a,,.
4



JAKUB LOWIT

S pouzitim stejného pristupu a trochy hrubé sily lze vyjadfit i ¢leny jinych re-
kurentné zadanych posloupnosti. Casto je pfitom ale potifeba rozklddat vselijaké
racionélni funkce na parcidlni zlomky. Pfedvedme si to na nékolika piikladech. A¢-
koliv je tfeba trochu pocitat, neni se ¢eho bat.

Uloha 23. (Fibonacciho ¢&isla) At Fo=1,Fy =1aF, =F,_ 1+ F,_5 pron > 2.
Vyjadtete explicitné Fi,.

Vytvorujici funkce ale zacnou byt skutecné potfeba, jakmile rekurence prestanou
byt linearni. Samoziejmé pokud feSeni umime tipnout, typicky je trividlni feSeni
dokon¢it indukci. Takovy tip ale vibec nemusi byt lehky — a generujici funkce ho
umi udélat samy.

Uloha 24. Spoététe explicitné ¢leny posloupnosti splitujici ,, 4o — 62,41 — 9, =
= 2" 4+ n pro n € Ny, pricemz x1; = x¢g = 0.

Ponaucenim z této ¢asti by tedy mélo byt, ze pocitani ¢lentt mnoha rekurentnich
posloupnosti jde jednoduse pievést do jazyka generujicich funkci, které pak resSime
jako ,,bézné rovnice“. Pokud nam pritom pieje Stésti a mame zkusenosti, z vyjadreni
generujicich funkci zvladneme zpétné vycist hledanou posloupnost. Az budeme mit
vice znalosti, vyTesime si i par zajimavéjsich rekurenci.

Zobecnéna binomicka véta

Definice 25. Pro libovolné r € R, k € N ozna¢me (}) = %W

vame ho zobecnéné kombinacni c¢islo.

Tvrzeni 26. Proz € (—1,1) plati (1+z)" = () + (})z + (5)* + -

. Nazy-

Pro r € N je tedy pfedchozi tvrzeni béznad binomickd véta. Pro » € Z nebo
obecnéji r € Q ale dostavame nové rovnosti, ve kterych najednou napravo vystupuji
nekonecné fady. Kromé souctu nekonecné geometrické rady tedy explicitné zname
dalsi druh souctu, diky ¢emu se umime mnohem lépe vyporadat s nékterymi dalsimi
generujicimi funkcemi.

Jakmile tedy pfi vypoctech dospéjeme ke generujicim funkcim, kde se vyrazy
(142)" vyskytuji ve jmenovatelich ¢i dokonce v odmocninéch, uz z nich budeme umét
explicitné vyjadrit ¢leny piislusné posloupnosti. V mnoha ptipadech se samoziejmé
dé zobecnéné binomické vété vyhnout, ¢asto ale podstatnym zpisobem pomiuze.

Uloha 27. V kosiku je 30 modrych, 40 &ervenyrch a 50 biljch mickii. Kolika zptisoby
Ize vybrat 70 micka?

Uloha 28. Vyjadiete explicitné soucet 12 + 22 + ... 4+ n?2.

Pokud se nudite, postup predchozi tlohy lze bez problému pouzit na zjisténi
souctt tvaru 13 4+ 23 + ... + n3, nebo i jakékoli vyssi mocniny, kterou si predem
vyberete.

Uloha 29. S jakou pravdépodobnosti padne pii hodu 12-ti hracimi kostkami piesné
307
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Uloha 30. Kolik existuje slov z pismen a, b, ¢, d délky n, ve kterych se nikde vedle
sebe nevyskytuji pismena a, b7

Uloha 31. (Catalanova ¢isla) Mdame &tverec n x n rozdéleny na jednotkové étverce.
At ¢,, znadi pocet cest z levého dolniho do pravého horniho rohu ptivodniho ¢tverce,
které vedou po hranach mensich ¢tverecki smérem doprava ¢i nahoru a zistavaji
celou dobu pod diagonélou (mtzou se ji dotknout). Spoctéte c,,.

Navody
1. Tento koeficient se d4 kombinatoricky vyjadiit jako (%) - () = 22429 = 3420.
2. Nasobte (1 + 2z + 22)(1 +z + 22)(1 + 2 + 22 + %), koeficient u z* je 8.

nt+k—1
3. (")

1

4. (1—z)(1—22)(1—25)
5. a(x)-b(x)
6. ity (o)
7. Clenuaz" v (z+1)"(x—1)"
8. Jsou to koeficienty fady ﬁ, saldt z n kusd ovoce lze proto pfipravit n + 1

zpusoby.

9. Rozlozte polynom f = x+ 22+ 2%+ 2% + 25+ 25, jak jen to jde. Soucty po hodu
dvéma kostkami pak odpovidaji polynomu f2.

10. Jednoznac¢né vyjadreni ¢isel ve dvojkové soustave.

11. RozepiSte do rovnosti geometrickych fad, vynasobte (z — 1) a dosadte 1.

12. Nahlédnéte, ze pocet rozkladi ma generujici funkci danou nekoneénym sou-
¢inem geometrickych fad HZOZO ﬁ Pomoci stejnych metod prevedte tlohu na
ovéfeni néjaké rovnosti nekonecnych soucint.
13. Ozna¢me a; pocet posloupnosti skoki zac¢inajicich v 0, které se dostanou do 0
poprvé po i skocich. Déale at b; znadi stejny pocet pro posloupnosti zacinajici v éisle
3. Vsimnéte si vztahu mezi generujicimi funkcemi.

. . e v . 1 o oo m+j—1 7 .
14. Nejprve si v§imnéte rovnosti T = ijo ( o )1: . Interpretujte levou
stranu zadani jako néjaky koeficient souc¢inu dvou vhodnych rad.

15. Uvazte funkei Y .o, 2. Zkuste si hrat s dosazenim z = y2" a nekoneénymi
souciny.
20. Derivujte binomickou vétu, dosadte 1. Vyjde n2" 1.

21. Zderivujte, dosadte 1 a pouzijte identitu pro soudet prevracenych hodnot dife-
renci.

22. Vyjde 2" — 1.
23. Po delsim vypoctu vyjde (1 + x + 22)(z + 22 + 23)(1 + 2)(1 + z).

28. Vezmeéte geometrickou fadu. Derivujte, derivujte!
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31. Nahlédnéte rekurentni vztah ¢,, = coc,—1+- - -+cp_1¢0, se kterym pak pracujte
v Teci generujicich funkci.
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