p-adicka Cisla

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. Cela ¢isla jsou ve skuteénosti pékné zamotany objekt a mnoho drsnych
nastroju algebry a analyzy se na né pfimocare pouzit neda. V bézném zivoté si je Casto
predstavujeme jako podmnozinu racionalnich, resp. realnych ¢isel, ¢imz se oteviraji
nové moznosti jejich zkouméani. Nejde je ale vnotit do néceho exotictéjsiho, co by nam
o nich prozradilo dalsi véci? Jde!

Znaceni

prirozena cisla
prirozena cisla s 0
cela cisla
raciondlni ¢isla
zbytky modulo n
» cela p-adicka cisla
Q, p-adicka ¢isla

oNONZZ

LepSi moduleni

Kdyz se ¢lovék diva na prirozena ¢isla modulo prvocislo p, ¢asto mu to néco prozradi.
Hodné informaci se tim ale ztraci. Moznym feSenim je modulit vySsimi a vySSimi
mocninami p... ale na rozliSeni v8ech pfirozenych ¢isel to nikdy stacit nemuze. Pokud
bychom vSak uméli pfirozené ¢islo vymodulit vS8emi mocninami p najednou, uz by
to stacilo...

Definice. Méjme dano pevné prvocislo p. Déale méjme nekone¢nou posloupnost
(a;)2,, kde a; € Z,i. Tuto posloupnost nazveme konzistentni, jestlize pro kazdé i
plati a; = a;11 (mod p?).

Konzistence tedy znamend, ze cislo a;41 déva postupné zbytky ai,...,a;41 po
déleni &isly p, ..., piTe

Definice. Pro prvoéislo p ozna¢me O, mnozinu vsech konzistentnich posloupnosti
vzhledem k p. Na nich definujme s¢itani a nasobeni po slozkach, t;j.

(ai)i2y + (b:)i2q = (@i +b;)72q,

(ai)iZy - (bi)jmy = (ai - bi)Zy.

Mnozinu O, s témito operacemi nazyvame celyms p-adickymi cisly.
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Cviceni 1. Rozmyslete si, Ze soucet i soucin konzistentnich posloupnosti je opét
konzistentni posloupnost, tedy definice O, skute¢né dava smysl.

Vsimnéme si, ze O, v sobé ukryva celd cisla Z. Kazdému celému ¢islu totiz mi-
Zeme piifadit posloupnost jeho zbytkfi modulo p,p?,p?,..., coz samoziejmé dava
konzistentni posloupnost. S¢itani a nasobeni takovych posloupnosti skute¢né odpo-
vida s¢itani a nasobeni prirozenych cisel.

Tvrzeni. (Obor integrity) Soucin libovolnych dvou nenulovych prvki O, je opét
nenulovy.

Dikaz. Méjme dvé takova nenulova a,b € O,. To znamen4, ze pro néjaka ¢, j € Ny
platia; # 0,b; # 0. Z konzistence vyplyva, ze kazdy vyssi ¢len posloupnosti (a;)32, je
délitelny p?, ale jiz nemfize byt délitelny p**!. Podobné kazdy vyssi ¢len posloupnosti
(b;)52, je délitelny p’, ale nemize byt délitelny p/™1. Soucin ¢lentt a;tji1 - biyj+1
proto neni délitelny p*t7*1, tedy éislo @ + b ma na této pozici nenulovy koeficient a
proto je nenulové.

Prvky O, si ale mtizeme pfedstavit i jinym zptisobem jako mocninné rady, tj. jako
y,nekonecné“ zapisy ¢isel v soustaveé o zakladu p. S¢itani a nasobeni takovych fad pak
ale nestaci provést ,po Clenech”, je potfeba ,prevadét pres desitky“ a roznasobovat
ynekoneéné zavorky“ (tj. provadét ho jako s¢itdni a ndsobeni ,pod sebou jako ve
skole“).

Tvrzeni. (Mocninné fady) Prvky O, si Ize predstavit jako mocninné fady
Yoo dip®, pro d; € Zy,, které se s¢itaji a ndsobi ,, jako ve skole“.

Dikaz. K jednoznaénému zakédovani konzistentni posloupnosti ndm staci neko-
necnéa posloupnost (d;)2;, kde d; € Z,. Pokud totiz zname prvnich ¢ ¢lenl, mame
pfesné p moznosti na volbu ¢lenu a;41, pii kterych bude vysledné posloupnost kon-
zistentni — a;,1 je zbytek modulo p**!, pfitom uz znadme jeho zbytek modulo p’.
Mocninné fadé » .-, d;p* naopak v této korespondenci odpovida konzistentni po-
sloupnost jejich ¢asteénych soudtt. Ze séitdni a nasobeni funguje spravné, je dost
jasné.

Pro a € Z C O, jsou koeficienty d; od néjakého clenu dal vSechny nulové a
dana fada odpovida dobfe zndmému zapisu prirozenych Cisel v soustavé o zakladu
p. Kazdé celé p-adické ¢islo ma také jednoznacné uréeny zapis a kazdy zapis definuje
néjaké celé p-adické cislo.

Cvicéeni 2. Pokud by p nebylo prvocislo, musel by byt pofad soucin dvou nenulo-
vych prvki O, nenulovy?

Henselovo lemma

Dostavame se k tvrzeni, které z velké ¢asti motivovalo zkouméni p-adickych ¢éisel.

RA&di bychom totiz uméli fesit polynomialni rovnice modulo mocnina prvocisla p.

Pokud se ndm povede vyftesit takovou rovnici nad Oy, vyfesime ji tim vlastné modulo
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v8echny mocniny prvodcisla p najednou. Henselovo lemma (a jeho riizné varianty)
mluvi prévé o takovém feSeni.

Definice. Mgjme polynom f = >"" a;z' v proménné z. Jeho derivaci rozumime
1 ! _ n - et—1
polynom f"=3%"" i-a;z' .

Pro realné polynomy nase definice odpovida skuteénému derivovani, to ndm ale
miuze byt jedno. Derivace je pro nas prosté€ operace, ktera z jednoho polynomu vyrobi
jiny. Pojdme si nyni formulovat zékladni verzi Henselova lemmatu.

Tvrzeni. (Henselovo lemma) At f je celociselny polynom, m € Z. Je-li f(m) =0
(mod p) a zdroven f'(m) # 0 (mod p), potom existuje jednoznacné urcené a € O,
splitujici f(a) = 0 takové, ze a = m (mod p).

Dikaz. Dikaz provedeme indukci, tj. postupné zkonstruujeme ¢leny konzistentni
posloupnosti odpovidajici ¢islu a. Budeme chtit, aby pro kazdé ¢ platilo f(a;) =0
(mod p), f'(a;) £ 0 (mod p). Volme a; = m.

Méame-li uz a;, uvazme é&isla a;, a; + p*, a; + 2p', ..., a; + (p — 1)p*. Vezméme dvé
sousedni z nich a oznaéme je x < y. Protoze y—x = p?, plati kongruence f(y)—f(z) =
f'(a;) - p* (mod p**1). Diky podmince f’(a;) #Z 0 (mod p) pak kongruenci f(z) =0
(mod p**1) splituje praveé jedno z uvazovanych p ¢isel. Toto ¢islo oznacme a; 1. Z jeho
tvaru vidime, %e a; = a;11 (mod p'). Potom také f’(a;+1) = f'(a1) # 0 (mod p).
Tim je indukéni krok dokoncen. Zaroven je z postupu jasné, ze ¢islo a; 1 bylo urcené
jednoznacné.

Cviceni 3. Rozhodnéte, zda v O existuje v/3.

Cviceni 4. Rozhodnéte, zda v O7 existuje /—3.

Cviceni 5. Existuje piirozené é&islo, jehoz tieti mocnina dava po déleni 52918 zbytek
27

Cviceni 6. Existuje pfirozené ¢islo, jehoz sedma mocnina dava po déleni 302018
zbytek 317

Cviéeni 7. Af p > 3 je prvodislo a pfirozené ¢islo n ddva ndhodny nenulovy zbytek
po déleni p. Jaké je Sance, ze v O, existuje \/n?

»Olympiadni“ alohy

Pojdme se nyni podivat na nékolik celkem t&zkych olympiddnich tloh, kde lze vy-
hodné pouzit nékteré, pravé nabyté, znalosti. Z teorie p-adickych ¢isel pro nas bude
stézejni Henselovo lemma. Z elementéarni teorie ¢isel je dobré znat Cinskou zbytkovou
vétu a Bezoutovu vétu. K duhu ndm také ptijde nasledujici Schurovo lemma:

Lemma 8. (Schurovo) At f je celo¢iselny nekonstantni polynom. Potom existuje
nekonecné mnoho prvocisel p, ktera déli néjaké nenulové d¢islo z mnoziny

{r(1),7(2), f(3),--- }-
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Uloha 9. Af f je nekonstantni celoéiselny polynom. Ukazte, Ze pro libovolné k& € N
existuje nekone¢né mnoho prvoéisel p takovych, ze pF déli né&jaké nenulové &islo

z mnoziny {f(1), £(2), f(3),...}.

Uloha 10. Najdéte vSechny celo¢iselné polynomy f, které pro vsechna m,n € N
spliuji implikaci f(m)|f(n) = m|n.
(Irdn TST)

Uloha 11. Existuje celo¢iselny polynom, ktery nemé zadny racionalni kofen, ale
ma koren modulo libovolné prirozené ¢islo?
(Komal)

Valuace

Méjme prirozené ¢islo n. Jeho p—valuaci myslime nejvyssi mocninu prvoéisla p, kterd
ho déli. Pro celd p-adicka ¢isla lze tento koncept rozumné dodefinovat, coz se vyplati.

Definice. Prvek u € O, nazveme jednotkou, jestlize existuje néjaké v € O, spliiu-
jict uv = 1.
Vsimnéme si, ze soucin jednotek je vzdy jednotka.

Tvrzeni. (Popis jednotek) Prvek a = (a;)2, € O, je jednotka prévé tehdy, kdyz
ay # 0 v Zyp.

Diikaz. Pokud je a; rovno nule, zidnym prenasobenim z néj 1 vyrobit nelze. Pokud
je naopak a; nenulové, zadné a; neni délitelné p, tedy ma inverz modulo p*. Sefazeni
téchto inverzi do posloupnosti dé konzistentni posloupnost, ¢imz jsme hotovi.

Tvrzeni. (Rozklad na mocninu a jednotku) Kazdy nenulovy prvek a € O, lze
jednoznacné zapsat ve tvaru a = p*u, pro k € Ny a jednotku u € Op.

Dikaz. Pro a € O, ozna¢me k + 1 index prvniho nenulového prvku prislusné kon-
zistentni posloupnosti. Potom plati a = Y o dip® = p*-> 2, dip" ™", coz je hledany
rozklad.

Tento rozklad je navic skuteéné jednoznaény — jsou-li p*u, p'v dva takové rozklady,
pro piirozend k > I, mizeme upravovat p*u = plv na p' - (p*~lu — v) = 0. P¥itom
p' # 0 a soudin dvou nenulovych prvki je vidy nenulovy — dostavame tedy p*~'u = v.
ProtoZe jsou u,v jednotky, lze rovnost prepsat na p*'w = 1 pro néjakou jednotku
w. Tim padem je ale p*~! také jednotka, takze dle predeslého tvrzeni dostavame

k = [; dosazenim do rovnosti p*~‘u = v pak dostavame také u = v.

Predchozi tvrzeni ndm umoziuje definovat p-adickou valuaci, ktera rozsiruje béz-
nou valuaci na celych ¢islech.

Definice. Pro 0 # a € O, definujeme p-adickou valuaci vy,(a) jako to jednoznacné
uréené k € Ny, pro které lze psat a = p*u pro né&jakou jednotku u. Navic bereme
vp(0) = o0.
Je vidét, ze na celych cislech se tato valuace chova jako bézna prvociselna valu-
ace, tj. vp(a) odpovidd nejvyssimu exponentu k, pro ktery jesté p* déli a. Hned si
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v§imnéme dvou zakladnich vlastnosti valuace, které plati pro libovolna celé p-adicka
cisla.

Tvrzeni. (Vlastnosti valuace) Pro libovolnd a,b € O, plati

(1) vp(a-b) =wvy(a) + vy(b),
(2) vp(a + b) > min(v,(a),vp(b)), pii¢emz pokud v,(a) # vp(b), tak uz nutné
nastava rovnost.

Diikaz. Prvni vlastnost je jasna, pFu - p'v = p*Huw, kde uv je jednotka. Nerovnost
z druhé vlastnosti je také jednoduchda: pokud jsou konzistentni posloupnosti pfi-
slusné ¢islim a, b na néjaké pozici obé nulové, je na této pozici nulova i posloupnost
prislusejici jejich souctu. Pokud je navic jedna ze sc¢itanych posloupnosti na néjaké
pozici nulova a druhé nenulova, jejich soucet je na této pozici opét nenulovy.

S pomoci valuace neni problém mluvit o kongruenci modulo p’ na celych p-
adickych c¢islech. Dvé ¢isla budou kongruentni, pokud ma jejich rozdil dostatecné
velkou valuaci. Na celych ¢islech se definice opét shoduje s tou dobife znamou.

Definice. Pro a,b € O, budeme psit a = b (mod p’) pravé kdyz v,(a — b) > i.
Zlomky

Racionéalni ¢isla vzniknou z celych tak, ze si dovolime délit nenulovymi prvky. Po-
dobné mtzZeme z celych p-adickych ¢isel O, vyrobit ,raciondlni“ p-adicka cisla Q.
Tém se pro jednoduchost tika prosté p-adickd cisla.

Definice. Pro prvoéislo p definujeme p-adickd cisla Q, jako vSechny zlomky tvaru
% pro a,b € O,, kde navic b # 0. Dva takové zlomky ¢, § povazujeme ze stejné
prévé kdyz ad = cb.

S trochou préce neni tézké ukazat, Ze tato definice Q, skute¢né dava smysl a ze
pro pocitani s p-adickymi ¢isly plati v zasadé stejnd ,pravidla® jako pro pocitani
s raciondlnimi. Dilezitou ingredienci je (ndm uZz dobfe zndmy) fakt, Ze dva nenulové
prvky a, b € O, se opét vynasobi na nenulovy prvek. Pojdme si ale nyni pravé vzniklé
Q, prohlédnout podrobnéji.

Tvrzeni. (Mocninné fady v Q,) Kazdé a € Q, Ize jednoznacné vyjadiit ve tvaru
pFu, pro k € Z a jednotku u € O,.

k
Dikaz. Cislo % lze piepsat do tvaru ’;l—:}‘ pro k,l € N, u,v jednotky. Pronasobenim

k
Citatele i jmenovatele ¢islem inverznim k v s ozna¢enim w = uv dostdvdme 2 plw =

Pl

Celkem tedy mtizeme popsat Q, jako vSechny mocninné fady od —oo do oo s koe-
ficienty ze Z,, které maji od néjakého indexu niZe vsechny koeficienty nulové. Nase
p-adické ¢isla si tedy lze pfedstavovat jako ,éisla s nekoneénym zépisem doleva“. (Na
rozdil od béznych racionalnich ¢isel QQ, ktera umime zapisovat v soustavé o zakladu
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p, az na znaménko, jako ty fady od —oo do oo s koeficienty ze Z,, které maji od
néjakého indexu vyse vSechny koeficienty nulové.)

Definice. Pro a,b € O, definujme v, () = v,(a) — v,(b).

Pritom je zfejmé, Ze tato definice nezélezi na konkrétnim zlomku, kterym dané
p-adické ¢islo reprezentujeme. Na celych (a tedy i na raciondlnich) ¢islech se pravé
definovana valuace shoduje s tou béznou. Valuace na Q, navic stéle spliiuje vlastnosti
(1) a (2), které ma na O,. Stejné jako dfive mtizeme definovat kongruenci modulo
p:

Definice. Pro a,b € Q, budeme psat a = b (mod p*) pravé kdyz v,(a — b) > i.

Radéji si nyni pojdme na vlastni kizi vyzkouSet, jak se p-adickd ¢isla chovaji.
Mocninnou fadu pfislusnou nékterému p-adickému ¢éislu si pfitom skuteéné chceme
predstavovat jako jakysi jeho ,zapis v soustavé o zakladu p*“. Ten se Casto pro pre-
hlednost zapisuje zleva doprava, tedy naopak, nez jsme zvykli — éislu 6 = 2 + 22
bychom tak piifadili zapis 011, &islu 22 = 6 + £ zapis 1,011 atd.

Cviceni 12. Rozhodnéte, zda rovnice 2% = p m4 feseni v Q,,.
CviCeni 13. Je-li a =d;p’ + dj11p"™ + dj12p’T? + ... mocninnd fada p¥islusnd

¢islu a € Qp, potom ¢islo —a odpovidd mocninné rade:

(=) + (0= 1= dy)p ! + (=1 = dysa)p™* 4
Cvi€eni 14. Upravte ¢islo 1 +2 + 22 +2° +... v Q2 na co nejhezf tvar.

Cviceni 15. Vyjadiete = v Q2 jako mocninnou fadu.

D= Y=

Cviceni 16. Vyjadiete = v Q3 jako mocninnou fadu.

CvicCeni 17. Dokazte, ze v Q, plati vzorec pro soucet geometrické fady:

1
— =14+ ..
T P +p

Vsimnéme si, jak pékné pfedchozich par cvi¢eni vyslo. To neni ndhoda — existuje
totiz elegantni charakterizace skutecnych racionalnich ¢isel v ramci téch p-adickych.
K obecnému hledéani rozvoju p-adickych ¢isel ndm velmi pomiize znalost Malé Fer-
matovy véty a vzorec pro soucet geometrické fady.

Tvrzeni. (Q uvnitf Q,) Méjme cislo a € Q,. Potom a € Q pravé tehdy, kdyz je
jemu prislusna mocninna fada od jistého ¢lenu periodicka.

Daéle umime rozumné popsat ta raciondlni ¢isla s nulovou valuaci, jejichz rada je
periodickd hned od zacdtku (tj. od prvniho nenulového ¢lenu, ktery se nachézi na
pozici jednotek).

Tvrzeni. (Cisté periodické fady) At a € Q sphiuje vy(a) = 0. Potom je fada
a=dy+dip+ dop? + ... Cisté periodicks prave kdyz —1 < a < 0.
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Nakonec této ¢asti si ukdzeme jednu tlohu ilustrujici pouziti pocitani v Q, na
béznou tlohu o délitelnosti.
Uloha 18. Af p > 5 je prvocislo. Ukazte, ze p* déli ¢itatel Gisla

p—1 1
k=1

p—1
2>
k

=1

el

Vzdalenost

Abychom na problémy z teorie ¢isel umeéli efektivné vypustit monstra matematické
analyzy, potfebujeme jenom jediné — definovat vzdalenost mezi prvky Q,. K tomu
nam poslouzi dfive definovana valuace.

Definice. Normou p-adického &sla 0 # a € Q, myslime &islo |al, = p~v»(@).
Specialné klademe |0], = 0.

7 vlastnosti valuace hned vyplyvaji analogické vlastnosti normy.

Tvrzeni. (Vlastnosti normy)

(1) |alp > 0, pri¢emz rovnost nastéava pouze pro a = 0,

(2) [(a-b)lp = laly - [blp,
(3) |(a+b)|, < max(|alp, |bl,), pFicemz pro |a|, # |b|, uz nutné nastdva rovnost.

Definice. Vzdélenost dvou p-adickych ¢isel a, b € Q,, definujeme jako normu jejich
rozdilu, tedy jako ¢islo |a — b],.

Specialné si vS§imnéme, ze vzdalenost kazdych dvou rtznych ¢isel je kladna. Navic
je diky tfetimu bodu piedchoziho tvrzeni pro libovolna a,b,c € Q, splnéna troja-
helnikova nerovnost |a — ¢|, < |a — b, + |b — ¢|p.

Tato vzdalenost funguje na prvni pohled trochu neintuitivné. Dvé ¢isla jsou k sobé
tim blize, ¢im vétsi mocnina prvocisla p déli jejich rozdil. Tieba ¢isla 1000 a 2000
jsou v 2-adické vzdalenosti mnohem bliz, nez ¢isla 1 a 2.

Dovolme si nyni kratkou analyznickou odbocku. Definujme si dva zdkladni pojmy,
které lze zavést s pouzitim pojmu vzdalenosti — limitu posloupnosti a soucet rady.
Nésledné se miizeme chvili kochat, jak hezky se tyto pojmy na p-adickych ¢islech
chovaji.

Definice. Nekone¢néd posloupnost ¢isel (¢;)52, € Q, konverguje k ¢islu g € Qp,
jestlize pro libovolné malé ¢ > 0 uz od néjakého indexu dél plati |¢ — ¢;| < e. Cislo
q nazyvame limitou této posloupnosti.

Definice. Nekonec¢né fada dcisel Zfil r;, kde r; € Qp, konverguje k ¢islu r €
Qp, jestlize k tomuto ¢&islu konverguje nekone¢nd posloupnost g, = > .. Cislo r
nazyvame souctem této rady.

Vzdélenost na p-adickych ¢islech ma nasledujici hezké vlastnosti, které vzdalenost
na béznych redlnych ¢islech obecné nemé.
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Tvrzeni. (Konvergence fad) Rada .- ri, kde r; € Q,, konverguje k né&jakému
r € Q, praveé tehdy, kdyz posloupnost cisel r; konverguje k 0.

Tvrzeni. (Pferovnavani fad) Soucet konvergentni fady ¢isel r; € Q, nezavisi na
jejich poradi.

Tvrzeni. (Kompaktnost O,) Kazda posloupnost (¢;):2, prvki O, obsahuje pod-
posloupnost, ktera konverguje k néjakému q € O,,.

7 ptedchoziho tvrzeni mimo jiné vyplyva, ze pokud posloupnost prvka O, kon-
verguje v ramci Q,,, konverguje k néjakému prvku O,.

Tvrzeni. (Navrat mocninnych fad) Pro kazdé r € O, existuji jednoznacné urcena
cislar; € {0,1,...,p — 1} takovd, ze Y .o, r;p" konverguje k r.

To uz jsme tu jednou méli — hned na zacatku jsme si uvédomili, ze celd p-adicka
¢isla odpovidaji takovymto faddm. Tenkrat jsme ale viibec nepfemysleli o néjaké
konvergenci — prosté se nam tak jednotliva ¢isla hodilo zapisovat. Oba pristupy
nastésti splyvaji.

Analogicky vysledek plati obecnéji pro ¢isla r € Qp. Pro kazdé takové r existuje
jednoznacéné uréené ¢islo m € Z a ¢isla r; € {0,1,...,p — 1} takovd, ze 1, # 0 a
oo mip' konverguje k 7.

Nyni si ale radéji pojdme procviéit, jak se pracuje s vzdalenostmi mezi p-adickymi
Cisly. Tato vzdalenost je totiz na prvni pohled celkem divna.

Cviceni 19. Kazda trojice rtiznych ¢isel a,b,c € Q, urcuje rovnoramenny troji-
helnik.

Cviceni 20. Kazdy kruh v Q, ma stied v libovolném svém vnitfnim bodé.
Cviceni 21. Spoététe soudet fady 1 —2+22 —23 + ... v Q,.

Dovolme si jesté pfedvést jeden zdanlivé nesouvisejici problém, ktery nékolik vy-
sokoskolskych trikti spoleéné se znalosti p-adickych ¢isel snadno vyftesi.

Definice. Pro r € Q, k € N definujeme binomicky koeficient

(;) (- i)'~2-:.(‘rk—k:+1)

Uloha 22. Ukaizte, Ze kazdé prvocislo, které déli jmenovatel éisla (Z), musi délit
i jmenovatel cisla r.

Uloha 23. Kazdé prvodislo, které déli jmenovatel &isla r, déli i jmenovatel éisla
(&)-
Drsnéjsi verze Henselova lemmatu

Zformulujeme si nyni Henselovo lemma v mirné silnéjsi podobé a jinymi slovy. Oproti
predchozimu zde dovolujeme, aby koeficienty zadaného polynomu byla libovoln4 ¢isla
z Op, jinak je tvrzeni do puntiku stejné.

8
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Tvrzeni. (Henselovo lemma) At f je polynom nad O, a € O, sphiujici f(a) =0
(mod p), f'(a) # 0 (mod p). Potom existuje pravé jedno b € O, spliiujici f(b) =0,
a—b=0 (mod p).

Poznamenejme jesté, ze z definice kongruence a normy lze lemma ekvivalentné
zformulovat takto: ,, At f je polynom nad Oy, a € O, spliwjici | f(a)|, < 1, |f'(a)|, =
1. Potom existuje pravé jedno b € O, splijici f(b) = 0, |a — b|, < 1.“ Dfive nez
ptijdeme dal zobectiovat toto tvrzeni, podivame se, co umi uz ted.

Cviceni 24. At n € N a p je prvocislo, které nedéli n. Dale at v € O, spliuje
u=1 (mod p). Ukaizte, Ze u je n-t4 mocnina né&jakého prvku z O,.

Cviceni 25. Je dano prvocislo p > 3 a jednotka u € O,. Dokazte, ze u je ¢tverec
prévé tehdy, kdyz je prvni slozka jeho konzistentni posloupnosti u; ¢tverec modulo
.

Cviceni 26. M¢jme prvocislo p. Ukazte, ze se polynom x? — z rozklada na linearni
Cinitele v Q.

Definice. Cislo a € O, nazveme odmocninou z jedné, jestlize existuje n € N, pro
které je a™ = 1.

V raciondlnich ¢islech jsou tedy odmocniny z jedné dvé, 1 a —1. Naproti tomu
v komplexnich ¢islech uz jich je nekonecné. Kolik jich bude v nasem Q,?

Tvrzeni. (Odmocniny z jedné) Pro prvodislo p > 3 existuje v Q, prdvé p — 1
riuznych odmocnin z jedné. V Qg existuji pravé dvé odmocniny z jedné.

Nyni si zformulujeme slibenou drsnéjsi verzi Henselova lemmatu. Podminka na
f/(a) je v ni mnohem slabsi — i kdyZz m4 polynom f v néjakém éisle ,nasobny kofen*,
porad se néco dovime.

Tvrzeni. (drsnéjsi Henselovo lemma) At f je polynom nad O,, a € O, spliujici

[f(@)lp < |f' ().

Potom existuje jednoznacné urcené b € O, spliujici |a — b|, < |f'(a)|,. Dokonce
plati
_ _ f(a) ’
(1) la=0lp = 7G5l < [F/(@)lp,
2) [f(@)lp = 1" (a)lp-

Néco na zavér

Teorie p-adickych cisel je samoziejmé mnohem hlubsi a bohatsi, my jsme do ni jen
rychle nahlédli. Dulezitym vysledkem je napiiklad znama Ostrowského véta, ktera
tika, ze bézna vzdéalenost a p-adické vzdalenosti jsou v podstaté jediné rozumné
vzdalenosti na racionalnich ¢islech.
Pojem p-adické vzdalenosti jde jednoznacné rozsitovat dokonce jesté dal. Krasnym
diisledkem souvisejici teorie je napiiklad velmi piekvapivd Monskyho véta: ,,Ctverec
9
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nelze rozifezat na lichy pocet trojihelnikti se stejnym obsahem.“ Pro sudé pocty

trojuhelnik je konstrukce jednoduchd, pro liché ale neexistuje — a neni zndm zZadny
elementarnéjsi dikaz!
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Navody

1. Pfimocaré.

2. Ne, staci rozlozit p na netrivialni sou¢in dvou nesoudélnych ¢isel a z nich induk-
tivné vyrobit dvé nenulové fady s nulovym soucinem.

3. Ne, tato rovnice nemé feseni ani modulo 7.

4. Ano, rovnice z2 + 3 = 0 méa modulo 7 Fefeni napiiklad x = 2, které spliuje
predpoklady Henselova lemmatu.

5. Ano, polynom f = z® — 2 spliiuje f(3) =0 (mod 5) a f/(3) =2 # 0 (mod 5).
6. Ano, pouzijte Henselovo lemma zvlast pro p = 2, 3,5 a zakonéete Cinskou zbyt-

kovou vétou.

7. Pfesné % Jde jen o to, zda je n kvadraticky zbytek modulo p.

8. Pro f(0) = 1 to neni tézké, pfipad f(0) = 0 se d& zvesela ignorovat. Je-li
f(0) = m # 0, uvazte polynom g(z) = f;(()())')x.

9. Na Schurovo lemma pouzijte Henselovo lemma. Aby $lo pouzit, je potfeba vzit
f ireducibilni nad Z a dostatecné velkd prvocisla p.

10. Funguji pravé polynomy tvaru az® pro a € Z, k € Ny. Pouzijte pfedchozi
ulohu.

11. Volte f = (2? + 3)(2% — 13)(2% + 39). Z Cinské zbytkové véty staci tvrzeni
dokazovat pro mocniny prvocisel, z Henselova lemmatu v podstaté jen pro prvocisla.

12. Nema. Leva strana ma sudou valuaci, zatimco valuace pravé strany je 1.

13. Koeficienty vysledné rady jsou ¢isla ze Z, a obé fady se sectou na 0.

14. Vyjde —1.

15. Zaénéte zapisem ¢isla 5 a postupné hledejte inverz; nakonec vyjde 1422423 +
26 427 + ... tj. ¢islo s periodickym zapisem 11100.

16. Nésobeni mocninou trojky jenom posouva fady, vyjde 2-3 1 +14+3+32+.. .,
tj. ¢islo s periodickym zapisem 2, 1.

17. Soucin zavorek (1+ (p— 1)p* + (p—1)p** +...) - (L +p* +p?* +...) je L.

18. Upravujte, vyuzijte p-adické identity m = —,712 (1 +E+E+. )

19. Zkoumejte ¢isla (a —b), (b—¢), (¢ — a). Mohou se tfi ¢isla s riznymi normami
seCist na 07
20. K cislu a € Q, jsou blizko ta ¢isla, jejichz mocninné fady maji od jisté pozice
ty samé koeficienty.
21. Soucty geometrickych fad, vyjde %
22. Chceme ukézat, ze |r|, < 1 implikuje ’(;) |p < 1. K éislu r jde dokonvergovat
¢isly z Op, funkce (i) je spojité funkce Q, — Q,.
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23. Dokazujte, ze |r|, > 1 implikuje ’(Z)|p > 1.
24. Henselovo lemma na polynom f = z™ — u s pocateéni hodnotou 1.
25. Vezméte polynom f = 2% —u, zaénéte dosazenim u;. Druh4 implikace je jasné.

26. Pouzijte Malou Fermatovu vétu.
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Naboj

Uloha. Mize byt hodnota polynomu f(z) = 2!' + 22 + 11z + 3 v né&jakém pfiro-
zeném ¢isle délitelnd 1120187

Reseni. S pomoci Malé Fermatovy véty mame f(5) = 0 (mod 11), pfitom f/(5) # 0
(mod 11). Z Henselova lemmatu tedy takové ¢islo existuje.

Uloha. Mize byt hodnota polynomu f(x) = x'! + 22 + 112 + 1 v n&jakém pfiro-
zeném ¢isle délitelns 1120187

Reseni. Ne, tento polynom nemd kofen dokonce ani modulo 11 (nebot polynom
!t + 22 + 11z = 2(r + 1) (mod 11) dava pouze zbytky 0, 1 2, 6, 8, 9).

Uloha. Kolik existuje piirozenych ¢isel n mensich nez 100190, ze 1010 | n® +n? +4?

Reseni.  Oznaéme f(n) = n®+n?+4. Plati f(1) =0 (mod 2) a f/(1) =1 (mod 2),
z Henselova lemmatu proto existuje pravé jeden (nutné nenlovy) kofen f modulo
210, Obdobné f(2) = 0 (mod 5) a f/(1) = 4 (mod 5), tedy existuje pravé jeden
(nenulovy) kofen modulo 5!°. Z &nské zbytkové véty pak existuje jednoznaény kofen

modulo 10'°. Vyjde proto 1?830 = 10199,

Uloha. Rozepiste % v O3 jako mocninnou fadu. (Zlomkem % myslime takovy prvek,
ktery spliiuje rovnost % -5=1)

Reseni. 'V soustavé o zékladu 3 rozepiseme 5 = 2 + 3. Postupné dopoditame
1
g:2+2-3+0-32+1-33+2-34+0-:’)5+1~33+2~34+0-35+...,

tj. koeficienty tvoii periodickou posloupnost 2201. (Obecnéji na to jde trikové piijit
pomoci Malé Fermatovy véty a s¢itani geometrickych fad v Op.)
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