Permutacni nerovnost

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. V matematice mame faru raznych nerovnosti. Zkuseny olympiddnik je
prosté vidi, na prvni pohled ale vibec ocividné nejsou. My se v prispévku budeme
zabyvat takzvanou permutaéni nerovnosti, kterd je intuitivné uplné ziejma. Od jed-
noduchych nerovni¢ek nas permutac¢ni nerovnost dovede k silnym nerovnostem, se
kterymi si uz budeme moct troufnout na nejeden potradny priklad.

Co to je?

Ujasnéme si pro zacatek, co je to permutace a permutac¢ni nerovnost. Permutaci
o mnoziny {1,2,...,n} myslime néjaké jeji pfeusporadani. Permutace jako takové
ale (kromé znaceni) pouzivat viibec nebudeme. Permutacni (také mincovns) nerov-
nosti myslime nésledujici nerovnost, ktera plati pro libovolné dvé n-tice nezapornych
realnych cisel.

Véta. Meéjme posloupnosti redlnych cisel x1 > x9 > -+ > Tp ayy > Yo > -+ >
yn. Déle at o je libovolnd permutace mnoziny {1,2,...,n}, kterd preusporadava
(y17y2a <o 7yn) na (yiayéa o ’y1/1> Pak

Ty + Toya + o+ T = 1Y)+ TaYs + o+ Tnly > T1Yn + ToYn—2 + -+ Toy.

Pro¢ je permutac¢ni nerovnost tak ziejma? Predstavte si nasledujici situaci: Na
stole lezi n hromadek bankovek, v kazdé hromadce jsou bankovky jedné vydavané
hodnoty. Vsechny tyto hroméadky jsou pritom ,nekonecné“. Kazdy z nasledujicich n
dni si mtzete vybrat hromadku, ze které jste zatim nikdy nic nebrali, a vzit si z ni
néjaky pocet bankovek. Pritom mate ale dopredu urceno, kolik bankovek si ktery den
smite vzit. Permuta¢ni nerovnost pak pouze jinymi slovy fika, jak si v této situaci
vydélat co nejvic a jak co nejmin.

Diikaz. Zacneme prvni nerovnosti. Nejprve néjak ndhodné poparujme dvojicky x

a y do soucint. BUNO 21 > 29 > --+ > Tn, Y1 = Y2 > -+ > yn. Ukdzeme, ze

pokud prislusné n-tice nebyly souhlasné uspofadané, postupnym ,opravovanim® si

neuskodime. At se pfislusna permutace 1isi od té identické poprvé na indexu 7, tedy
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y; = y;j pro j # i. ProtoZe ale permutace byla doted identickd, lezi skuteéné y;
jesté dal na néjakém indexu k > i. Ze stejného davodu je také j > i. Zkusme tedy
prohodit ¢isla y; a y;, ¢imz ziskdme néjakou novou permutaci posloupnosti y. Tyto
dvé permutace se ale 1isi pouze na indexech 7 a k, polepSili jsme si proto presné o

(xiyi + zry;) — (@3y; + 2eys) = (s — 2x) (v — y5) >0,

nebot ¢ > j a zaroven ¢ > k. Postupny prohazovanim nakonec dostaneme posloup-
nosti y ve spravném poradi.

V permutacni nerovnosti pfitom nastava rovnost pouze tehdy, pokud po dosazeni
prislusnych ¢isel za proménné x; a y; dostaneme na obou stranach nerovnosti (pfed
provedenim nésobeni a s¢itani) stejné vyrazy (az na pofadi ¢lend ve s¢itani).

Pokud déle fekneme, Ze né€jaké dvé posloupnosti x1,22,...,Zn & Y1,Y2,...,Yn
délky n jsou souhlasné usporddane, myslime tim fakt, ze z; > x; pravé tehdy, kdyz
yi 2> y;. Obdobné definujeme opacné usporddané posloupnosti. Permutacéni nerov-
nost tedy vlastné fika, ze nejvétsi vysledek vyrazu x1y; + xoys + - - - + Ty, ziskdme
ze dvou souhlasné usporadanych posloupnosti, nejmensi z opa¢né usporadanych.

Permutacni nerovnost pritom typicky homogenni vyrazy odhaduje opét homogen-
nimi vyrazy stejného stupné. Casto nam umozni velmi jednoduse odhadovat cyklické
vyrazy pomoci jinych cyklickych vyrazu.

Je to ziejmé . ..

Pojdme se konecéné vrhnout na prvni tlohy. Za¢neme tlohami, které casto staci
pouze prejet ofima. Tyto tlohy jdou typicky FesSit i mnohymi jinymi (skoro vSemi)
pristupy, zkusime se na né ale divat opravdu pies nerovnost permutacni. Pfi feSeni
je vhodné si alesponi koutkem oka vSimnout i pfedpokladd@ na proménné — typicky
je neuvaddime pro pobaveni usak.

Uloha 1. Pro realna a, b, ¢ dokazte
a? + b+ 2 > ab+ be + ca.
Uloha 2. Pro readlné z,vy,z > 0 ukazte
ac?’y + y?’z + 23z > nyz + y2zx + zQxy.
Uloha 3. Pro realna x,v, z ukazte
2?4 yt? 4 24? > aPya? 4 yPaa? 4+ 2Bay?
Uloha 4. Pro realna a,b,c > 0 dokazte

a2+b2+02>b c a
2 2 a2 " a b
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Uloha 5. At z1 > 29 > -+ > Tn, Y1 > Y2 > -+ > Y, jsou redlnd cisla a
(Y1, Y4y -, yh) je permutace (y1,y2, ..., Yn). Potom

(1 —11)*+ (@2 —y2) 2+ + (@0 —yn)® < (21— 91)° + (22— 95) >+ + (2 —y)*

(IMO 1975)
Uloha 6. Pro kladné realna ¢isla (zy,2,...,7,) a jejich libovolnou permutaci
(), 2%, ..., x)) nahlédnéte
T T T
T e
Ty Ty n

Uloha 7. Pro realna a,b,c > 0 dokazte

1+1 >a+b+c-

1
a2 2 2= abe

Drobna zamysleni
Protoze uz jsme si vyzkouseli tlohy, které permutacni nerovnost déla za nas, pustime
se ted do tloh, kde musime néco jednoduchého udélat i my.

Uloha 8. Pro0<z < 5 najdéte minimum vyrazu

sinz  cos®z

cosx sinx

Uloha 9. Na stole lezi n po dvou rfiznych p¥irozenych &isel ay, as, . . . a,. Dokazte

ay  az an, 1 1
T N [ E B
12+22+ +n2_ +2+ +n

Uloha 10. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte

a—|—1+b—|—1+c—|—1>2<1 1 1)
wh o/ aya — '

a + b
Uloha 11. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte

a2+ +E A+a?
+ +

> .
. . 2 >2(a+b+c)

Uloha 12. Pro realna z,y, z > 0 dokazte

2 2 2 2 2 2
¢ =z - z° =
Y Y > 0.

Y+ z Z+x T +y
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Uloha 13. Jsou dana redlna xz,vy, z > 0. Ukazte odhad

a3 yd 28
—+—+—2z+y+=z
yz  zx  xy

Uloha 14. Pro realna a,b, ¢ > 0 dokazte Nesbittovu nerovnost

a b c
+ +
b+c c+a a+b

3
> —.
-2

Uloha 15. Pro realna a,b, ¢ > 0 spliiujici abc = 1 dokazte

1 n 1 n 1 S 3
ad(b+c) bc+a) Ala+d) — 2
Uloha 16. Pro realna a,b,c > 0 a n piirozené ukazte
a” pn ch anfl +bn71 _|_cn71
b—|—c+c+a+a+b_ 2
Uloha 17. Jsou dana realné ai,asp...,a, > 0, pro piehlednost ozna¢me s jejich
soucet. Potom
ai a2 Qn n
+ +--+ > .
s—ay S—a2 S —ay n—1

Uloha 18. Daéna jsou realna a,b, ¢ > 0. Dokazte

a®b’c® > 3§/ (abe)atbte,

Déle se z permutac¢ni rovnosti da odvodit tieba Cauchyho—Schwarzova nerovnost
nebo primeérové nerovnosti. My se v8ak nyni pfesuneme k nerovnosti Cebysevové.

CebySev
Zacneme tulohou doslova Sitou na miru permuta¢ni nerovnosti, kterda ma shodou

nahod své vlastni jméno.

Véta. (CebySevova nerovnost) At a; > as > --+ > ay, by > by > -+ > b, jsou
n-tice realnych ¢isel. Potom

niaibi > (i%‘) (i@) > niaibn—&-l—i-
i=1 i=1 i=1 i=1

Dikaz. Pro prvni nerovnost dokola se¢teme vSech n permutacnich nerovnosti tvaru
>~ aib; > a;biy. Druha nerovnost se dokdze analogicky.
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Tvrzeni. V Cebysevové nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyz x1 = xo =
=T neboyr = yp =0 = Yn.

Na prvni pohled se zda, ze CebySevova nerovnost musi byt opravdu hloup4, nebot
jsme ji ziskali nas¢itanim hromady slabych permutacnich nerovnosti. Prekvapivé je
ale pomérné silnd a uzitecnd, a to pravé kvuli tomu, zZe se na ¢isla diva ,z vétsi
vysky*. Nyni si v praxi vyzkouSime, co tato nerovnost umi.

Uloha 19. Pro realna a, b, ¢ ukazte

3(a® + 08 + ) > (a® +0° + ) (a® + b+ &P).

Uloha 20. Jsou dana realné ay,as,...,as > 0, ktera spliuji a; +as +---+a, = 1.
Potom a a a n
1 2 n
+ 4+ .
2—a1 2—ao 2—a,  2n-—-1

Uloha 21. Pro reélna a,b,c,d > 0 dokazte nerovnost

B+ +S P+ 4+ F+E+PE B+ E+ B 9 o 9 o
> a2+ b0+ + d2
a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d

Uloha 22. Pro realna a,b,c > 0 ukaZte nerovnost

ab n bc 4 _c8 3(ab + be + ca)
a+b b+c c+a” 2a+b+c)

Uloha 23. Mgjme &isla ay,as, ..., a, € (0,3 ). Dokazte nerovnost

(ZsinaZ) . <Z cosai> < 5
i=1 =1

Uloha 24. Af realné a,b,c,d > 0 spliiuji a + b + ¢ + d = 4. Potom ukazte

1 N 1 N 1 N 1
114a2  114+02 114+c¢2  11+d?

1
< -
-3

Uloha 25. Af0<x; <z <--- < ux, je n-tice redlnych ¢&isel, ktera spliuji

! + ! + + 1 =1
1+x 1+ zo 1+x,

Dokazte, ze

\/E+\/972+---+\/x72(n—1)-<1+1+---+ = )
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Uloha 26. Pro realna a,b, c,d > 0 spliwjici ab + bc + c¢d + da = 1 ukazte
a® n b3 n e n d3 S 1
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 3
(IMO Shortlist 1990)

Uloha 27. Realna &isla x,y, 2 > 0 spliji zyz = 1. DokaZte nerovnost

x> Y3 23 3
4012 O+20+2) Orni+y —1

(IMO Shortlist 1998)

Algebry s obrazkem

V bézném trojihelniku plati rizné vztahy mezi délkami rtiznych tsecek a rtznymi
hly. Nékteré z nich pfitom pifmo vybizi k pouziti permutacni ¢ CebySevovy nerov-
nosti. Nékteré jsou trividlni, nékteré ne. Podivejme se na né tedy podrobnéji.

Uloha 28. Trojthelnik m4 strany s délkami a, b, c. Dokazte
a’>(b+c—a)+b*(c+a—b)+c(a+b—c) < 3abe.

Uloha 29. V roviné je dan AABC s obsahem S a délkami stran a,b,c. Dale
oznacme délky vysek na tyto strany po fadé v,, vy, v.. Dokazte nerovnost

a(vy + ve) + b(ve + vg) + c(ve + vp) > 128.

Uloha 30. Délky stran A ABC naproti vrcholiim A, B, C' ozna¢me popoiadé a, b, c,
velikosti thlt (v radidnech) pfislusné témto vrcholim poporadé «, 3,~. Dokazte

b+c c+a a+b_6

+ + — -
@ B v s

Uloha 31. V roviné je dan ostrothly AABC s orthocentrem H. Dokazte, ze soucet

vzdalenosti H od stran trojuhelniku je roven nejvyse trojnasobku poloméru kruznice
jemu vepsané.

Uloha 32. Délky stran a velikosti tthlt v AABC ozna¢me bé&znym zptsobem jako
a,b,c, a, B,7. Jasnovidec nam pfitom fekl, ze a + b = tg 3 (atg o + btg 3). Dokaste,
7e ANABC je rovnoramenny. (IMO 1966)

Uloha 33. Je dan AABC oznaleny béznym zptisobem. Dokazte

< \/§(a+b+c)'

«
acos—+bcosé+ccos < 5

7
2 2 2

(PraSe 29-S-5)
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Poleva na dort

Vratme se na chvilku k permuta¢ni nerovnosti a zkusme si ji zobecnit.

Uloha 34. Aty > x> - 22, 20,51 242 > - 2 yn 20,20 > 29 >
- > zp > 0 jsou posloupnosti redlnych ¢isel, (yi,v5,...,y,) a (21,25,...,2)) jsou
permutace posloupnosti (y1,y2,...,yn) a (21, 22, ..., 2n). Potom plati

n n

/!
E TiYiZi = g TiY;%;-
i—1 i—1

Podobné muzeme permutacni nerovnost zobecnit pro vétsi pocet posloupnosti.
Pritom je ale opravdu potieba predpokladat nezdpornost ¢isel. Piedvedme si jesté
dudlni verzi permutac¢ni nerovnosti, kde ,,zaménime“ néasobeni se s¢itanim.

Uloha 35. Jsou dana realnd éislaz; > a9 > - > 2, >0, y1 > 42 > -+ > yp > 0,
dale (y§ > y4 > -+ > y,) je permutace (y; > y2 > -+ > y,). Potom

H zi + i) H zi +y;) < H(fﬂi + Ynt1-i)-
i=1 i=1 i=1

Stejné jako minule, i tuto nerovnost lze zobecnit pro nezaporna ¢isla pro libovolny
pocet posloupnosti.

Tresnicka na dortu

Kazda slusna nerovnost, ktera obsahuje néjaké sumy, ma také svoji integralni verzi.
7 ptvodni algebraické nerovnosti ji ziskdAme uvazenim vétsich a vétsich sum, které
se blizi k pfislusnému integrélu.

Véta. (Integralni CebySevova nerovnost) Pro a,b € R, a < b méjme dvojici stej-
nym zpiisobem monotdnnich funkci f, g : (a,b) — Rd. Potom

b= | ' fa)g(a)de > / ' fa)de / " (@)

Poznamka. Pokud jsou funkce f,¢g monoténni opaénym zplusobem, dostaneme
opacnou nerovnost.

Uloha 36. Mgéjme realna z,y > 0 a libovolna piirozend m,n. Potom dokazte
nerovnost

(n_1>(m_1)(w7rL+7L+ym+n)+(m+n_1)(m y +x7zym) Z mn<xm+n—1y+ym+n—1$).
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Uloha 37. Jsou dana realna é&isla z,y € (0, 7). Dokazte, Ze

(y — x)(cos(2z) — cos(2y)) < 4(cos(x) — cos(y))(sin(y) — sin(z)).

Navody
1. Vezméte dvakrat stejnou trojici (a, b, c).
2. Opacné uspoiadané trojice (22,42, 22) a (yz, zz, zy).
3. Dvé stejné (souhlasné usporddané) trojice (z2y, y?z, 22z).
¥ 7 oo e b
4. Vezméte dvakrat trojici ¢, 7, <.
5. Holt roznasobte zévorky, zbavte se druhych mocnin a vynasobte (—1).
6. Posloupnosti z; a ;—1 jsou opacéné usporadané.
7. Staci vzit dvé stejné trojice (%7 %, %) a upravit pravou stranu. Nebo mtizete
nerovnost vynasobit abc a uvazit predeslou trojici spole¢né s trojici be, ca, ab.
8. Uvaite kladné posloupnosti sin® z, cos® z a cos™! z,sin~* z. Vyjde tedy sin® z +
2. _
cos“x = 1.
9. Nejprve ,setfepejte” ¢isla a; doliina ¢isla 1,2, ..., n a poté odividnym zptisobem

pouZijte permutacni nerovnost.

10. Odhadnéte jmenovatele jako dvojnasobky odmocnin a pak uvazte trojice
1 1 1

(Va, Vb, \/c), (mym,fﬁ)

11. Zlomky si rozdélte, nasledné pouzijte na dveé trojice zlomk® permutacni nerov-

nost, kterd je odhadne jako a + b+ c.

1 1 1
y+z? z+x’ y+z

12. Zéporné véci dejte doprava. Posloupnosti (z2,32,22%) a ( ) jsou

souhlasné usporadané.

13. Najednou to jde Spatné. Zkuste ale pouzit permutac¢ni nerovnost dvakrat za
sebou, vzdy tim nejjednodussim moznym zptisobem.

14. Vynasobte nerovnost dvéma. Pokud BUNO ¢ > b > ¢, pak také ﬁlc > H% >
a%rb. Posléze sectéte dvé permutacni nerovnosti tak, aby se jmenovatele vykratily.
15. Substituce z = %, Yy = %, z= % situaci vyjasni, pritom stale xyz = 1. Vynéaso-
beni dvéma a pouziti dvou permutacnich nerovnosti ndm da dolni odhad =z + y + z,
ktery je zfejmé vétsi roven trem diky podmince.

cn—l

c+a’ a+b

16. Vynasobte dvéma, pak dvakrat pouzijte trojice a,b, c a %, bt

17. Vynésobte n—1, vezméte posloupnosti (az, as, ..., a,), (S 1 1 e )

—ai1’ s—az2’" """ s—an

a seCtéte n — 1 cyklicky posunutych permutacnich nerovnosti.

18. Nerovnost zlogaritmujte, vynasobte tfemi a nasledné vezmeéte trojice a,b,c a
log a,log b, log c.
19. Cebysev dvou t¥iprvkovych souhlasné uspoiadanych posloupnosti.
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20. Vynasobte jmenovatelem pravé strany, ktery interpretujte jako soucet vsech
jmenovatelfl nalevo, pak piichazi na fadu Cebysev pro opa¢né uspofadané posloup-
nosti.

21. Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte kazdy zlomek zv1ast jako M.
22. Vynésobte jmenovatelem pravé strany. Posloupnosti -2 +b7 a“fC? e @ a (a+b), (a+

c), (b+c) jsou souhlasné usporadané — BUNO volte a > b > ¢, coz jednoznaéné uréuje
nerovnosti v obou trojicich. Dokazovana nerovnost je pak odpovidajici Cebysev.
23. Siny a kosiny jsou opa¢éné uspofadané, po ziejmém pouziti CebySevovy ne-
rovnosti je potfeba vynéasobit vzniklou sumu dvéma a vhodné dvojice ¢lent spojit
pomoci sou¢tovych vzorcid pro sinus.

24. Vsechno prevedte nalevo, tedy od kazdého zlomku odectete 5- Vyuzijte faktu,
7e posloupnosti (a—1,b—1,c—1,d—1), (l‘fi}ﬁ ; 1?1})2 ) 15112 ) llid2> jsou souhlasné
uspofadané, po provedeni Cebyseva vyuzijte podminku.

~ e

25. Prictéte k nerovnosti jesté jednu zavorku z pravé strany, na levé strané popa-
rujte ¢leny se stejnymi nezndmymi a upravte. Levou stranu pak jesté jen tak pro
radost vynasobte podivnou jedni¢kou ze zadani. Ovéite, ze miizete pouzit Cebyseva
tak, jak byste chtéli (pozor, da to trochu préci).

26. Diky podmince je nutné a®+b%+c?+d? > 1. Jmenovatele ozna¢me A, B, C, D.
Dvakrat za sebou Cebysevujte — poprvé logickym zptsobem na zlomky, podruhé pro
rozbiti sumy tfetich mocnin na sou¢in sum prvnich a druhych. Druhé mocniny zmizi,
dale 3(a+b+c+d) = A+B+C+D, coz jde dokonéit snadnou permutacéni nerovnosti.
27. 7 podminky si pouze odneseme x + y + z > 3. Nejdfiv pouzijeme jasného
Cebyseva (jednu posloupnost tvoii ¢itatelé). Oznacte = + y + z = 3a, jmenovatele
celého vzniklého vyrazu odhadnéte shora jako (1 + @), zbyva se vypoiadat s odha-
dem souctu tfetich mocnin pomoci a. Az budete mit néjakou racionalni funkci v a,
pouzijte a > 1.

28. Oznafme o = a + b + ¢, vezméte opacné uspotraddané posloupnosti (a, b, c)
a (a(lo — a),blo — b),c(o — ¢)). Jejich uspofaddni pfitom vyplyva z trojuhelnikové
nerovnosti. Provedte dvé cyklické zdmény a obé piislusné permutacni nerovnosti
sectéte.

29. ProtoZe plati 25 = av, = buy, = cv,, jsou posloupnosti (a,b,c), (va, vp, Ve)
opacné usporadané. Pouzitim dvou minimalizujicich permutac¢nich nerovnosti spo-
le¢né s rovnosti av, + bup + cv. = 6.5 jsme hotovi.

30. Ze sinové véty lezi proti nejdelsimi thlu nejdelsi strana, proti nejmensimu tthlu

nejkratsi strana. Sta¢i pouzit CebySeva na opaéné uspoiddané posloupnosti a, 3,y
b+c cta a+b
a—-+ 5 + - -

31. Oznacme S obsah a o obvod trojihelniku. Nahlédnéte, ze polomér vepsané

je roven % Nerovnost posléze vynasobte o a pouzijte Cebyseva. K jeho pouziti je

tfeba si uvédomit, ze vzdalenosti H od stran jsou souhlasné usporadané jako strany.
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32. Pokud je né&jaky z uhli «, 8 tupy, prislusny tangens je zdporny, prava strana
je pak moc mald. V opa¢ném piipadé miZete viraz (atga + btg 3 odhadnout Ce-
bysevovou (resp. dvojitou permutacéni) nerovnosti. V odhadu nastéva rovnost pravée
tehdy, kdyz a = b. Soucet obou tangenst nakonec odhadnéte Jensenovou nerovnosti,
¢imz nam zbyde jen a + b.

33. Kosiny a protéjsi strany jsou opacné usporadané, muzeme je proto zéebysevo-
vat. Zbyva odhadnout soucet kosinti pomoci Jensenovy nerovnosti.

34. Je potreba jit trochu do hloubky, pfedpoklad na nezipornost opravdu musite
vyuzit.

35. Postavte se k ditkaz stejné, jako k dukazu bézné permutacéni nerovnosti. Jednim
prohozenim si nepohor§ime tieba diky AG.

36. BUNO z < y. Na intervalu (r,y) vezméte rostouci funkce f(t) = t"~! a
g(t) = t™~1. Vypoctéte odpovidajici ur¢ité integraly.

37. Buno z < y. Pouzijte spodni integralni CebySevovu nerovnost na ”opaéné
monoténni” funkee sin(t), cos(t) na intervalu (x,y).
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