Vézni, domorodci a kouzelnici

JAKUB LOwWIT

ABSTRAKT. Prispévek sestava z hromady péknych a éasto i notné trikovych uloh na
pomezi logiky a kombinatoriky, jejichz sjednocujici myslenkou je ,kdo muze co védét®.

Budeme z riznych thla zkoumat, co znamena ,néco védét“. Presnéji, bude nas

zajimat, v ¢em vSem muzZe byt skrytd Sikovnd informace — a to bud sama od sebe,
nebo diky vychytralé domluvé.

Rozhovory

Zac¢neme nékolika logickymi tlohami, které jsou velmi dynamické. Rozmyslet si,
co kdo ve kterou chvili mtze védét, totiz viibec nemusi byt trivialni. Motto:

T7i logici prijdou do hospody.
,Dadte si vSichni t7 pivo?“
113

,Nevim. ..

»Nevim. ..

113
LAno.

Priklad 1. Albert a Bernard se snaZi zjistit, kdy méa Cheryl narozeniny. Uz védi,
ze je to néktery z nasledujicich deseti dnu: 15. kvéten, 16. kvéten, 19. kvéten, 17.
Cerven, 18. Cerven, 14. ¢ervenec, 16. Cervenec, 14. srpen, 15. srpen, 17. srpen.

Kdyz se vSichni sesli, Cheryl poseptala Albertovi, ktery mésic je ten spravny.
Potom poseptala Bernardovi spravny den.

Cheryl: , UZ vite?“

Albert: »Ne, nevi to ani jeden z nds!“
Bernard:  ,Ted uZ to ale vim!*
Albert: »Tak jd teda taky.“

Kdy mé Cheryl narozeniny?
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Priklad 2. V kruhu sedélo dvanéct bystrych muzi a kazdému z nich byla ndhodné
rozdana jedna z dvanacti karet — deviti prazdnych a t¥i vyznacnych oznacenych
jako J, Q a K. Kazdy z muzi se podival na svou kartu a poté ji poslal sousedovi
po pravé ruce. Takto se pokracovalo déle, pficemz po kazdém zhlédnuti karty byli
v8ichni v jeden okamzik vyzvani, aby se prihlésili, pokud védi, kdo pravé drzi kterou
vyznacnou kartu. V prvnich ¢tyfech kolech se nepfihlasil nikdo a po spatieni paté
karty zvedl ruku jeden ¢lovek. Kolik lidi se pfihlasilo po spatieni Sesté karty? A kolik
po spatfeni sedmé? (Naboj)
Priklad 3. Mirek povédél Kennymu a Pavlovi kazdému jedno pfirozené ¢islo a
déle jim sdélil, Ze jejich ¢isla jsou ruzna a jejich souctem je dvojciferné cislo. Pak se
mezi Kennym a Pavlem odehrala nasledujici konverzace:

Kenny: ,Nedovedu urcit, kdo z nds md vétsi éislo.“

Pavel: »Ani jd to nedovedu urcit, ale prozradim, Ze moje cislo je délitelné 17.¢

Kenny: LAha, tak ted uZ umim jednoznacné urcit, jaky je soucet nasich éisel.“
Urcete soucet jejich cisel. (Naboj)

Priklad 4. Anna ma ¢islo a, Bill mé ¢islo b, pficemz a, b jsou pfirozend ¢isla lisici
se o 1.

Anna: »Nezndm tvé céislo.“
Bill: »Ja taky ne.
Anna: »Jd uZ ano.“

Bill: ,Ja také.

Najdéte ¢islo, které néktery z nich mél.

Priklad 5. Anna, Bill a Cath maji na Celech pfilepené karty s pfirozenymi ¢isly.
Pritom védi, ze soucet dvou téchto ¢isel dava to treti.

Anna: »Nezndm své ¢&islo.“
Bill: »Ja taky ne.“

Cath: »Jd taky ne.“

Anna: »Ha, moje ¢islo je 50.

Jaka jsou ta zbyla dvé?

Priklad 6. Je zndmo, Ze a, b jsou pfirozend disla spliiujici 1 < a < b, navic
a + b < 100. Pavel zna soucin ab a Sara soucet a + b.

Pavel: »Nezndm ta pivodni cisla.“
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Sdra: , Védéla jsem, Ze je neznds.“
Pavel: , UZ je znam.“
Sdra: »Ja uZ taky.“

Priklad 7. Dostali jste se do findle televizni soutéze. Pfed sebou vidite troje za-
viené dvere. Za jednémi je nové auto, za zbylymi dvéma koza. Muzete ukazat na
jedny dvefe. Pak moderator otevfe jiné, za nimiz bude koza, a d4 vam moznost vasi
diivéjsi volbu dvefi zménit. Vyplati se to?! (Monty Hall)

Priklad 8. V jihoafrickém kmenu Bongo-bongo ma kazdy domorodec na ¢ele mod-
rou nebo Cervenou tecku. Tisiciletd tradice pravi, ze kdykoli nékdo zjisti barvu své
tecky, musi si nasledujici den vzit zivot. Jednou ptijde do vesnice cizinec a na vefej-
ném shroméazdeéni sdéli vSem svij objev: ,Nékdo méa na ¢ele modrou tecku.“ Ukazte,
ze tim odstartuje vlnu sebevrazd, kterd skon¢i smrti Gplné vSech domorodci.
(folklor)

Vézni

Véznum vzdy zaddme na prvni pohled skoro nemozny tkol. Oproti pfedchozim tlo-
ham je tu ale jeden velky rozdil: vychytrali vézni si pfedem mohou domluvit strategii.
Maji Sanci?

Priklad 9. Sto véziu stoji v fadé. Kazdy ma na hlavé éerny nebo bily klobouk a
vidi vSechny pfed sebou. Kat jde postupné odzadu a pta se na barvu klobouku. Kdyz
fekne vézen svou, prezije, jinak je popraven. Vsichni slysi odpovédi vSech ostatnich
i jejich osudy. Navrhnéte taktiku, pti které co nejpravdépodobnéji prezije co nejvice
vézild, pokud se na ni mohou domluvit pfedem. (folklor)

Piiklad 10. Reste piedchozi piiklad pro klobouky n barev.

Priklad 11. Deset vézinu sedi v kruhu, kazdy mé na ¢ele napsané ¢islo od 1 do 10
(ne nutné kazdy jiné). Kazdy vidi éisla vSech ostatnich. Na povel vSichni soucasné
vykfiknou ¢islo. Pokud nékdo vykiikne to své, jsou vsSichni osvobozeni. Navrhnéte
taktiku, pfi které budou vézni jisté osvobozeni, pokud se mohou domluvit pfedem.

(folklor)

Piiklad 12. Ve vézeni sedi 100 véziii. Reditel véznice se rozhodl, Ze jim d4 Sanci
na svobodu. Do 100 ocislovanych suplikii ve své obrovské kancelari proto nadhodné
umistil jména vézna, do kazdého Supliku pravé jedno. Vézni budou jeden po druhém
chodit do kancelare. Kazdy z nich se mize postupné podivat do 50 Suplikti. Pokud
se vSem véziiim povede nalézt sva jména, jsou propusténi, jinak je feditel necha
popravit. Pfed zac¢atkem hry se navic mohou domluvit. Vymyslete pro vézné takovou
strategii, aby jejich Sance na propusténi byla alespon 1— (5—11 + % 4+ 4+ ﬁ) > %.

(folklor)

L Auto je lepsi nez koza.
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Priklad 13. V kruhu sedi n véznti. Kouzelnik si u kazdého hodi spravedlivou
minci a podle toho mu da ¢erveny, nebo modry klobouk. Kazdy vézen vidi klobouky
ostatnich, ale ne ten sviij. Poté vSichni najednou feknou néjaka realné ¢isla. Vyhraji
pravé tehdy, kdyz bude soucet jejich ¢isel kladny a cervenych kloboukt bude sudy
pocet, nebo pokud bude soucet jejich ¢isel zaporny a ¢ervenych kloboukt bude lichy
pocet. Mohou si ovSem predem domluvit strategii. V zavislosti na n naleznéte nejvétsi
mozné p, pro které existuje strategie takové, Ze vézni vyhraji s pravdépodobnosti
. (iIKS-5-C7)

Piiklad 14. V kruhu sedi n > 3 véziid. Soudce si u kazdého vézné hodi spraved-
livou minci a podle toho mu dé bud modry, nebo ¢erveny klobouk. Kazdy z vézit
pak soudci bud posepté ,Cerveny”, ,modry“, nebo ,nevim“. Aby nebyli odsouzeni,
musi se alesponi jeden vézen trefit a zadny se nesmi splést. Navrhnéte strategii, pfi
které uspéji s maximalni pravdépodobnosti.

Kouzelnici

Nyni se dostavame k tloham, ve kterych vystupuji rizni kouzelnici se svymi pro-
myslenymi triky.

Priklad 15. Kouzelnik Arutyun a jeho asistent Amayak pfedvedou nésledujici
supertrik. V mistnosti je ruleta. Divaci na ni vyznadi 2007 bodd a Amayak jeden
z nich smaZe. Potom se Arutyun vrati do mistnosti a uhodne pilkruZnici, na které
smazany bod lezel. Jak mohou tento trik provést? (ARO 2007)

Priklad 16. Dva kouzelnici Adam a Bonifac byli uvéznéni a zaladinik Emil s nimi
chce hrat dabelskou hru. Na stole v cele je pevné postavena Sachovnice n X n. Emil
odvede Boniface pry¢ a po svém navratu na kazdé policko Sachovnice polozi minci,
na jejiz vrchni strané je bud panna, nebo orel. Nasledné ukdze Adamovi své nejobli-
benéjsi policko a Adam pak musi otocit pravé jednu minci. Poté je Bonifac ptriveden
zpét. Uhodne-li Bonifac Emilovo oblibené policko, budou oba kouzelnici propusténi.
Pro ktera n 1ze Emila prelstit? (ITAMO 2013)

Priklad 17. Arutyun a Amayak ukazuji dalsi zazracny trik. Divaci napisi na tabuli
posloupnost n cifer 0,1, . ..,9 a Amayak dvé sousedni zakryje ¢ernym diskem. Posléze
Arutyun pfijde a dvé zakryté ¢islice bezchybné uhodne véetné jejich poradi. Pro které
nejmensi n takovy trik mohou predvadét? (ARO 2007)

Priklad 18. Jsou déna pfirozend n a k spliujici n > k > 2. Hrajeme hru proti
zlému carodéji. Ten mé 2n pexesovych karet, tj. balicek obsahuje n dvojic stejnych
karet. Tyto karty ¢arodéj umisti do fady, ¢imz hra za¢ina. V kazdém tahu mutzeme
otocit k karet. Pokud mezi nimi jsou dvé stejné, okamzité vyhravame. V opacném
pripadeé je carodéj podle své nalady néjak zamichd a umisti zpét do fady. Pro které
hodnoty k£ umime ur¢ité v koneéném poctu tahtt vyhrat? (USAMO 2016)

Priklad 19. Kenny s Pepou se domluvili, Ze veéer pfi ohni pfedvedou trik. Pepa
nechal Olina vybrat pét pisni ze zpévniku se 124 pisnémi. Sdm pak z téchto péti
4
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pisni vybral ¢tyri a urcil, v jakém poradi se budou hrat. Na to zavolali Kennyho a
ony ¢tyfi pisné mu v daném poradi zazpivali. Jakmile dozpivali, Kenny ihned zacal
zpivat zbyvajici patou. Jak to Pepa s Kennym mohli udélat? (PraSe-30-1-8)

Kédy

Plynule pokracujme v feSeni dalSich problémi, ve kterych je také potifeba najit
néjaké chytré kédovani.

Priklad 20. Na obvodu rulety jsou na n pozicich napsané cifry 0 a 1. Vétsina kola
je vSak skryta, vidét je jen k nasledujicich pozic. Cifry jsou ale na kole napsané tak

chytte, ze z téchto k cifer vZdy umime poznat, jak je ruleta natocena. V zavislosti
na k naleznéte maximalni n, pro které je to mozné.

Priklad 21. Dva dobii pratelé si pisi zpravy sestévajici vidy pfesné z k pismen
n-pismenné abecedy. Aby se nemohlo djit k zddnému nedorozuméni, musi se kazda
dvé pouzivana slova lisit alespoii na dvou pozicich. Ukazte, Ze mohou pouzivat k™!

riiznych slov. (KMS 05/06 Z3 12)

Priklad 22. Medvéd mél sen o polynomu p s nezidpornymi celymi koeficienty.
Kdykoli Liska Fekne ¢islo z, Medvéd ji prozradi hodnotu p(z). Kolik nejméné otazek
Liska potiebuje k tomu, aby uréila Medvéduv polynom? (PraSe-36-4-6)

Piiklad 23. Dva rusti a jeden americky $pion se potkali v Moskvé u particky
karet. Maji sedm riznych karet, kazdy Rus si lizne t¥i a na Ameri¢ana zbude jen
jedna. Rusové by radi jesté pred zacatkem partie zjistili, kdo drzi které karty. To
chté&ji provést tak, aby si American stale nebyl jisty vlastnikem zadné dalsi karty.
Miuze mit ruska rozvédka takovy protokol, ktery jim to umozni bez ohledu na to,
zda jej American zna? (Moskva 2000)

Nekonecna jizda

Zkusme nakonec fesit dalsi hddanky s vézni, ve kterych vSak bude vystupovat néjaké

to nekone¢no?.

Piiklad 24. Ve vézeni sedi 100 véznd, ¢as od ¢asu vezme bachar nékterého z nich
na vyslech. Ve vyslechové mistnosti je jen jedna zarovka s vypinacem, ktery vézni
mohou pfepinat. Kterykoli vézen muze pii vyslechu prohlésit: , Uz jsme byli vSichni
vyslechnuti, takze nds nemate divod dal zadrzovat!“ Je-li to pravda, budou vSichni
propusténi, v opa¢ném piipadé ihned popraveni. Bachar si pfitom musi vyslechy
pfedem naplanovat tak, aby kazdého vézné potencidlné vyslychal nekonecnékrat.
Mohou se vézni bezpecné dostat na svobodu?

Priklad 25. Reste piedchozi tlohu s nasledujici obtizi: Pfedem je déno pfirozené

k a bachai smi az k-krat zménit stav zarovky.

2Kdykoli to hraje roli, véfime v aziom vybéru.
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Predchozi ptiklad ma velmi zajimava zobecnéni, kterd véznim umoznuji skoro
libovolnou komunikaci. My se vSak radéji pustime do dalsich priklada jiného razu.

Priklad 26. Za sebou sedi prasitka postupné ocislovana ptirozenymi ¢isly, pficemz
kazdé vidi vSechny pted sebou. Kazdé mé na hlavé klobouk v néjakém odstinu edé?.
Naraz vSechna musi vykfiknout barvu svého klobouku. Existuje takovéa strategie, aby
se spletlo pouze kone¢né mnoho z nich? (folklor)

Priklad 27. Krél ma ve sklepeni svého hradu za kazdé piirozené ¢islo pravé jednu
truhlu s hromadou zlata néjaké realné hmotnosti. Jednoho dne zadal svym 100 ko-
mornikiim nelehky tikol. Komornici budou po jednom chodit do sklepa. Kazdy ko-
mornik se pak mtize podivat do libovolné mnoha truhlic, ale ne do vSech. Pfi vystupu
ze sklepa pak musi oznamit ¢islo néjaké truhly, kterou neoteviel, a vahu zlata v ni.
Pokud se splete nejvyse jeden komornik, budou vSichni bohaté odménéni. Mizou se
komornici pfedem domluvit tak, aby to zvladli?

Priklad 28. V fadé stoji vézni, ktefi jsou postupné oznaceni pfirozenymi Cisly,
pricemz kazdy vidi pravé vézné s vyssimi Cisly. Kazdy vézen ma na zédech svého
obleceni k = 0,1,...,n Cernych prouzkt. Dozorce postupné prochézi kolem a pta
se véznu na pocet jejich prouzku. Kazdy z véznu pritom slysi odpovédi svych pred-
chidcti. Kdo odpovi spréavné, je propustén. Zachrante jich co nejvic!

Priklad 29. Stépan poslal Filipovi a Radovi dva provazky spolu s informaci, jak
jsou dlouhé. Poté se odehrala néasledujici mailova konverzace:

Steépdn: ,Poslal jsem vam dva rizné dlouhé provazky, jejichz délka v centimetrech
je
1 1
T 3b gbtotl?

kde a, b, ¢ jsou prirozend cisla.“

Filip: » 10 je zajimave. Ale neumim vict, ktery z nich je delsi.“

Rado: »Jad taky ne.“

Filip: »Jad taky ne.“

Rado: »Jad taky ne.“

Stépdn: »Je jedno, kolikrdt si tohle reknete, stejne nebudete vedet, ¢i je delsi.”
Filip: »To je fakt zajimavd informace. Ale porad nevim, kdo md vétsi délku.“
Rado: »Ja taky ne.“

Filip: »Ja taky ne.“

Stépdn: ,Opét, je jedno, kolikrdt si tohle Teknete, stejné nebudete védeét, ktery
z provdzky je delsi.

Filip: »Ha. No, furt nevim, kdo md ten delsi.“

Rado: »Jad taky ne.“

3Kazdy takovy odstin odpovida néjakému realnému éislu z intervalu od 0 do 1.
6
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Filip: »Jad taky ne.“

Rado: »Jd taky ne.

Stépdn: , Ve skutecnosti, je jedno, kolikrdt udeldme tento maly rozhovirek, kde
budete cik-cak tvrdit, Ze nevite, kdo md delsi provdzek, a jd vam teknu,
Ze je jedno, kolikrdt si to Teknete a Ze to stejné nezjistite, protoZe to ani
z tohoto prohlaseni nezjistite. Navic, pokud bych zopakoval predchozi vétu
jesté jednou, byla by stale pravdivd. A to dokonce i kdybych ji zopakoval
ne jednou, ale i dvakrdt, trikrdt, ba i tisickrat.“

Filip: »To je fakt super informace. Ale porad neumim fTict, ktery z nich je
delsi.

Rado: »Jd taky ne.

Filip: »Jd taky ne.“

Stépdn: ,Jo, potdd je jedno, kolikrat si ted mavzdjem teknete, Ze to furt nevite,
potdd to nebudete védét. A 1 kdyZ vdm ted tuhle vétu feknu dvatisicese-
dmnadctkrdt, pordad to védét nebudete.“

Filip: LZajimavé. Ale porad nevim, kdo md vétsi kus.“

Rado: »Jd taky ne.“

Filip: »Ja taky ne.“

Rado: »Jd taky ne.

Filip: LAha! Tak uz vim, ¢i provdzek je delsi!“

Jak dlouhy byl Filiptiv provézek? (iKS-7-C5)

Navody

1. Rozebirejte.

2. Po prvnim zvednuti ruky ostatni okamzité védi, Ze tento ¢loveék drzel jako prvni
a jako patou vyznacné karty.

3. Prvni dvé véty jim davaji pouze Cisla 17 a 34, diky tfeti vété jsou rizné, soucet

je tedy 51.

4. Prvni otazka zakazuje 1 pro Annu, druhd 1,2 pro Billa. Potom ale musel mit
jeden z nich 3.

© ® X a@

Jen koza by nezmeénila pravdépodobnost vyhry z % na

Reseni je (a,b,c) = (50,20, 30).
Vyjde 4 a 13, ale d& to hodné rozebiraci prace.

1
3

Indukce dle po¢tu modrych tecek.

Parita, splést se muze jen prvni.

10. Pocitani modulo n, splést se muze jen prvni.

11. Kazdy si zabere jeden soucet modulo 10.

7
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12. Vézni si mohou oznacit Supliky svymi jmény a podle nich je prochazet.
13. Naleznéte strategii, ktera se rozbije pouze tehdy, kdyz jsou vSechny klobouky
Cervené.

14. Predstavte si n-dimenzionédlni krychli. Vymyslete strategii, kterd bud funguje,
nebo se spletou vsichni.

15. Orientujte si kruznici a soustfedte se na nejdelsi oblouk.

16. Jde to pouze pro n = 2*. Adam a Bonifac si ¢tverecky oznadi ¢isly ve dvojkové
soustave a chytie vyuziji jejich XOR. Pro jina n kédovani nevyjde kvili délitelnosti.
17. Diky nutnosti jednoznacného kédovani odhadnéte n > 101. Pro 101 si hrajte
se souctem sudych a souc¢tem lichych pozic modulo 10.

18. V jednom pfipadé si vyrobte karty, které znate. V druhém piipadé to zvolte
tak, aby to nevyslo.

19. Je tfeba z kazdé pétice pisni odebrat jednu tak, abychom kazdou ¢tvetici dostali
24krat. Z kazdé pétice serazenych pisni odeberte tolikdtou, jaky dava jejich soucet
zbytek modulo 5.

20. Uvazte orientovany graf, jehoz vrcholy jsou (k — 1)-tice nul a jednicek a hrany
odpovidaji jejich pfekryvani na (k — 2) nasledujicich pozicich. V§imnéte si, Ze vyro-
beny graf je eulerovsky.

21. Vyberte ta slova, jejichz soucet pismen je stejny modulo k.

22. Dvé otdzky sta¢i — nejdfiv se zeptdme na p(1l) a posléze na hodnotu v tak
obrovském ¢isle k, abychom méli k dispozici jednoznacny zapis v soustavé o zakladu

k.
23. Vyzradi soucet své ruky modulo 7, coz stale neurcuje pozici zadné z karet.

24. Vézni si mezi sebou zvoli poctaie, kterému pfedaji zpravu o svém vyslechu
rozsvicenim zhasnuté zarovky.

25. Kazdy vézen posle 2k + 1 rozsviceni po¢tari, ktery nahlasi tspéch po 100(2k +
1) — k spoétenych zarovkach.

26. Z kazdé skupinky posloupnosti, které se od néjakého indexu shoduji, se pra-
satka (vybavend axiomem vybéru) domluvi na jednom reprezentantovi.

27. Vyfteste si to nejdiiv pro dva.

28. Kazdé posloupnosti piifadte n&jaky zbytek modulo n + 1 tak, aby se posloup-
nosti s koneénym poctem rozdilt liSily pravé o soucet téchto rozdilu.

29. Délka provazki odpovida lexikografickému usporadéni ¢isel a, b, c. Chodte ve
tFirozmérné krychlickové miizce se souradnicemi odpovidajicim (a, b, ¢).



