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Kombinatoricka geomerie
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Abstrakt. Ulohy z kombinatorické geometrie se objevuji nap¥i¢ olympiadni i
vysokoskolskou matematikou. Mohou byt hravé, zajimavé, tézké i poucné. Je-
jich kréasa a prokleti tkvi v tom, ze v geometrickém zadani Casto dostavame vic
informaci, nez potfebujeme (a nez chceme). Na nds samotnych pak zistava bie-
meno urcit, co je v tloze ve skutecnosti dilezité, a toto prozieni vyuzit k jejimu
zdarnému vyreseni.

»Mathematics is the art of forgetting.“

Tipy

Reseni tloh z kombinatorické geometrie je zdbavné, ale miize byt i dost tézké. Cela
tloha totiz mnohdy stoji pouze na povSimnuti si, co je v ni dilezité.

V celé prednésce si vystacime ,,jenom“ s kombinatorickou geometrii v roviné —
zéabavnd je na to dost. A ve vSemoZnych soutéZich se typicky vyskytuji hlavné ro-
vinné ulohy. Napfiklad nejtézsi tlohy na IMO byvaji neziidka pravé kombinatorické
geometrie.

Na olympiadni tlohy z kombinatorické geometrie neexistuji zadné vSespasné
postupy. Proto i my budeme trénovat jejich feSeni téméi bez jakékoli teorie. Prece
jen se ale hodi zformulovat par myslenek, které mohou pomoct.

e spojitost
V mnoha pripadech je intuitivni né¢im zacit spojité€ hybat — napi. posouvat, ota-
cet ¢i nafukovat. Pouze je potifeba dévat pozor, aby nase argumenty opravdu
byly pravdivé a prehledné. Specidlné se muze hodit takzvana diskrétni spoji-
tost: umime-li s né¢im hybat, aby se celoc¢iselny vysledek ménil vzdy pouze o
+1, a umime-li dosahnout néjakych hodnot m, n, umime dosdhnout i libovolné
hodnoty mezi nimi.

e cxtremdlni princip
Obcas je prosté potieba odnékud zacit — tak pro¢ tfeba nezacit od toho nejmen-
§tho? Nebo nejvétsiho? Zprava? Zleva? Zeshora? Nebo odjinud? Prijit na dobry
zacatek je obcas vétsina feSeni.

e invarianty
Kdyz méa c¢lovék dokazat, ze néco nenastane, je Sikovné najit inariant ¢i mono-
variant, ktery to zakaze.

e chytré pocitdni
Cas od ¢asu je nutné na obrazku néco spoéitat. Pointou ale bjva spoéitat to
chytfe. Ruzné triky pfipominajici pocitani dvéma zpisoby casto usetii dost
prace.
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e konvexni obaly
Ma-li ¢lovék divnou mnozinu bodt v roviné, uvazeni konvexniho obalu mtze
situaci vyrazné zprehlednit.

e triangulace
Kazdy mnohothelnik lze rozfezat na trojihelniky. To nékdy opét pomtze pii
praci s body uvnit¥. (Pokud zrovna nemas co délat, dikladné si rozmysli, Ze i
nekonvexni mnohotihelniky skuteéné néjakou triangulaci maji.)

e obarvovdni
Udélat si v tloze poradek sikovnym obarvenim je ¢asto vSechno, co je potfeba.

e Dirichletuv princip
Pouziva se tak, jak by clovek cekal — jakmile mamé nékolik bodt v uzaviené
oblasti, z Dirichletova principu jsou nékteré z nich blizko.

e algoritmizace
Nejjednodusi zpisob, jak sepsat feseni, nékdy muze byt nalezeni jednoduchého
algoritmu, ktery tulohu fesi.

e pravdépodobnost
Koneéna pravdépodobnost je jen kombinatorika v plesovych Satech. Trikova
prace s pravdépodobnosti mtize zpfehledit nejedn tivahu.

e indukce
Ta se hodi vzdycky. Obcas ji ale mizeme provadét i podle netradi¢nich parama-
tri. Zaroven se nékdy hodi induktivné dokazovat silnéjsi tvrzeni, nez jaké nas
zajima.

. a cokoli dalsiho.

Folklor

Pro zacatek si dame par provarenych tlozek, které maji celkem pékna feseni. Pokud
ale feSeni nékteré z nic neznate, vymyslet ho miize chvili trvat...

Uloha 1. Rozdélte étverec na 13 shodngch Easti.

Uloha 2. Na opaénych stranach tsecky délky d jsou mravenisté s m a n mravenci.
Ti vybihaji proti sobé ve vtefinovych intervalech. Kdyz se dva mravenci srazi, oba se
otoci a bézi zpét. Kdyz néktery prebéhne kraj tsecky, spadne na zem. Za jak dlouho
vsichni mravenci popadaji?

Uloha 3. Z tabulky 2" x 2" nékdo ukradl jedno poli¢ko. Dokazte, Ze zbytek tabulky

umime pokryt pomoci rohovych triomin ze tfech ¢tvereck.

Uloha 4. V roviné je nékolik bodt, které nelezi na jedné p¥imce. Ukaite, e existuje
kruznice prochazejici alespon tfemi z nich, kterd ve svém vnitifku neobahuje zadny
dalsi.

Uloha 5. Uvnitf 2n thelnika sedi liska. Ze vSech vrcholt po ni najednou vystielime.
7Z4dné stfela nezasahla vrchol. Dokazte, Ze néktera strana byla zasaZena dvakrat.

Uloha 6. Na kruznici jsme ndhodné vyznaéili n bodii. Jaka je Sance, Ze vSechny
leZi na jedné pulkruznici?
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Uloha 7. Po kruhovém rybnicku plave kachnicka. Na obvodu ¢&iha liska, kterd je
¢tytikrat rychlejsi, ale boji se do vody. Kachnicka umi vzlétnout a uletét jen ze souse.
Podaii se ji mlsné lisce uniknout?

Uloha 8. Je mozné rozdélit étverec na nékolik ostrouhlych trojuhelniki?

Uloha 9. Roziezali jsme obdélnik na mensi obdélniky a shledavame, Ze kazdy ma
alespon jednu stranu celociselnou. Dokazte, Ze i ptivodni obdélnik mél alespon jednu
stranu celociselnou.

Uloha 10. Je déna konvexni mnozina M v roviné, jejiz kolmy priimét na libovolnou
primku je tsecka délky 1. Musi byt M jednotkovy kruh?

Uloha 11. Kruhovou studnu s primérem 1 metr chceme zakryt dfevénymi prkny
Sirokymi 10 centimetri. Kolik jich je nejméné potieba?

Primocaiejsi ulozky

Uloha 12. Na kluzisti trénuje hokejista. M4 tii puky, které lezi ve vrcholech ne-
degenerovaného trojuhelniku. Pokazdé si jeden vybere a odpali ho tak, aby proletél
mezi zbylymi dvéma. Muze je 2019-tym odpalem vratit do pivodni polohy?

Uloha 13. Ctvercovy dort s rozméry 6 x 6 je pokryty kousky ¢okolady 2 x 1. Dokazte,
7e ho vzdy mtzeme rozkrojit, aniz bychom krajeli kousek cokolady.

Uloha 14. Body roviny jsou obarveny dvéma barvami. Najdéte rovnostranny troj-
thelnik se stejné barevnymi vrcholy.

Uloha 15. V roviné lezi nékolik mnohotihelnikt tak, ze se kazdé dva protinaji.
Najdéte primku, kterad je protinad vsechny.

Uloha 16. Martin k narozenindm dostal kruhovy dort a hned se rozhodl polovinu
z néj darovat Zuzce. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢nim zpt-
sobem na pravé 4k dilki — 2k z nich bylo vétsich (navzéjem stejnych) a 2k mensich
(téz navzajem stejnych). Dokazte, Ze Martin i tak naSel nékolik sousednich dilkd,
které tvofily ptilkruh. (MKS 33-5-5)

Uloha 17. V roviné je kone¢nd mnozina bodti S takové, ze kazdy trojuhelnik s
vrcholy v S ma obsah nejvyse 1. Dokazte, Ze celd S se da schovat do trojuhelniku o
obsahu 4. (Putnam 2016)

Uloha 18. Uvniti konvexniho mnohotihelniku M je dan bod O. Dokaite, Ze kolméa
projekce bodu O na nékterou stranu M lezi uvniti této strany.

Uloha 19. Dostali jste hromadu étvereckt s celkovym obsahem 1. Naskladejte je
do ¢tverce s obsahem 2 tak, aby se neptrekryvaly.

Uloha 20. V roviné je dan bod A a nékolik mnohotihelnikil, pficemz kazdé dva
z nich se protinaji. Dokazte, Ze existuje kruZnice se stiedem v A, kterd je protina
vSechny.
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Uloha 21. V roviné je ddno n > 3 bodt v obecné poloze. Uvazujme vnitini tihly
trojuhelnikt s vrcholy v téchto bodech, velikost toho nejmensiho oznac¢me ¢. Pro
dané n najdéte nejvétsi mozné ¢. (MO 64-A-II)

Uloha 22. Mame dvé kruznice s obvodem 1000. Na jedné je vyznaceno 1000 bods,
na druhé nékolik obloukt s celkovym souctem délek nejvyse 1. Dokazte, ze na sebe
umime kruznice polozit tak, aby vSechny vyznacené body lezely mimo vnitiky vy-
znacenych oblouki.

Uloha 23. Pejsek rozkousal pravidelnych 4n-tihelnik na koneéné mnoho rovnobéz-
nikt. Dokazte, Ze néktery z nich je ve skutecnosti obdélnik. (Brkos XXI-6-4)

, »

Zajimavéjsi ulozky

Uloha 24. V roviné lezi body O, Ay, As, ..., Ayig tak, ze 74dné tii z nich nelezi
na spolecné pirimce. Ukazte, ze pocet trojuhelnikit A;A; Ay, které obsahuji bod O,
je sudy.

Uloha 25. Kone¢né mnoho bodii roviny je obarveno zluté. Kazdé tii zluté body
lze navic zakryt paskem S$itky 1. Dokazte, Ze 1ze vSechny zluté body zakryt paskem
sirky 2.

Uloha 26. V roviné je ddno n > 3 bodti. Zabodnéte do roviny 2n — 5 $pendliki
tak, aby propichly vnifek kazdého trojuhelniku s vrcholy v danych bodech.

Uloha 27. V obdélniku R je dano n riizov§ch bodu tak, Ze spojnice zadngch dvou
z nich neni rovnobézna s zddnou stranou R. Radi bychom rozfezali R na obdélnicky
se stranami rovnobéznymi se stranami R tak, aby zadny z nich neobsahoval rizovy
bod ve svém nitiku. Kolik nejméné jich musi byt? (IMO Shortlist 2014)

Uloha 28. Rozmisténi 4027 bodii v roviné nazveme kolumbijskym, jestlize je 2013
z nich cervenych, 2014 modrych a zadné tii nelezi v pfimce. Skupina pfimek pro
takové rozmisténi je dobrd, pokud neprochézi zddnym bodem rozmisténi a zadnd
z Casti, na které je rovina pfimkami rozdélena, neobsahuje body riznych barev.
Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi existuje skupina
k dobrych pfimek. (IMO 2013-2)

Uloha 29. Af S je kone¢na mnozina bodii v roviné v obecné poloze. Pro kazdy
konvexni mnohothelnik P s vrcholy v S ozna¢me a(P) poéet jeho vrchold a b(P)
pocet bodii z S lezicich mimo P. Usecky, body i prazdnou mnozinu povazujeme za
konvexni mnohotihelniky. Pro libovolné z € R dokazte

Zxa(P)(l — )" =1,
P

kde séitdme pfes vSechny konvexni mnohothelniky P s vrcholy v S.
(IMO Shortlist 2006)
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Uloha 30. Necht n je pfirozené &islo. V roviné se pase n bodovych kravicek a
n bodovych ovecek. Zadnd tii zvifatka nelezi na jedné piimce. Balanéni piimkou
nazveme primku prochéazejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, ze na kazdé
strané od pfimky je stejné ovecek jako kravicek. Ukazte, zZe existuji alespon dvé
balanéni pfimky. (USAMO 2005)

Uloha 31. Obdélnik R s lichymi celo¢iselnymi délkami stran je roziezan na mensi
obdélniky s celoc¢iselnymi délkami stran. Dokazte,ze existuje maly obdélnik, jehoz
vzdélenosti od vSech ¢tyt stran toho velkého maji stejnou paritu.

(IMO Shortlist 2017)

Uloha 32. V zitoce je 18 majaki, kazdy dokaze osvitit thel 20°. Dokazte, Ze je
Ize natocit tak, aby osvitily celou zatoku.

Uloha 33. V roviné je 2017 pfimek tak, Ze z4dé t¥i z nich neprochazi jednim bodem.
Snek Turbo sedi v néjakém bodé na pravé jedné z nich a zaéne se po nich plazit
nasledujicim zptisobem: pohybuje se danym smérem po jedné primce dokud nenarazi
na prvni prusecik; v ném zahne po druhé primce doprava ¢i doleva, pficemz vybér
toho sméru stfida stiida. Muze se stat, ze Turbo projede néjakou tsecku postupné
v obou smérech? (EGMO 2017-3)

Uloha 34. V roviné lezi n > 2 usecek tak, ze se kazdé dvé protinaji a zadné tii
neprochézi stejnym bodem. Pepa si vybere jeden konec kazdé tisecky a posadi do
néj zabu celem ke druhému konci. Pak n — 1 krat tleskne. Pti kazdém tlesknuti zaby
skoc¢i do nasledujicich prusecikd na svych useckach. Pepa by chtél zaby rozmistit
tak, aby zadné dvé z nich nikdy nesed€ly na stejném miste.

(i) Dokazte, Ze pro liché n se to Pepovi vzdy podafi.
(ii) Dokazte, ze pro sudé n Pepa nemd Sanci.
(IMO 2016-6)
Dalsi zajimavé ulozky
Nasleduje hromada dalsich tloh, ke kterjm se na pfednasce neméme Sanci stihnout.
Presto stoji za TeSeni a vyskytuji se v nich celkem trikové triky. Nékteré tulohy na
konci prispévku uz mohou byt dcela tézké — i malé hinty ale ¢asto dost pomohou.

Prestoze jsem se i tlohy v této ¢asti snazil sefadit podle obtiznosti, viibec to nemusi
byt vypvidajici.

Uloha 35. Kone¢na mnozina M bod@ v roviné se nazyva vyvdZend, pokud pro
libovolné dva rtizné A, B € M existuje P € M splijici |AP| = |BP|. Rikame, Ze
M je streduprostd, pokud pro zadné tii rizné body A, B, C € M neexistuje P € M
splitujici |AP| = |BP| = |CP|.

(i) Dokazte, ze pro kazdé n € N existuje vyvazend M velikosti n.
(ii) Uréete vSechna n € N, pro né7 existuje vyvazend stfeduprostd M velikosti n.
(IMO 2015-1)
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Uloha 36. Je dan konvexni mnohotihelnik A; A, ... A,,, ve kterém zadné dvé strany
nejsou navzajem rovnobézné. Oznafme A, ;1 = A; a pro kazdé i = 1,2,...,n
ozna¢me Ay, vrchol nejvzdélenéjsi od piimky A;A;4q1. Velikost Ghlu A; Ag, Aiyq
oznaéme «;. Ukazte, ze > . a; = .

Uloha 37. Ukaizte, Ze kazdy mnohotihelnik o obsahu alespoii n lze nakreslit do
roviny, aby pokryval alespon n 4+ 1 mfizovych bodu.

Uloha 38. Na bily kruh jsou ndhodné kédpnuty ¢tyfi ¢erné tecky. S jakou pravdé-
podobnosti Ize kruh rozdélit na ¢tvrtkruhy tak, aby v kazdém byla pravé jedna?

Uloha 39. Mésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tsecky rovnobézné
s nékterym jeho okrajem a rozdéluji jej na koneé¢né mnoho obdélnikovych ¢tvrti.
Centrem nazveme takovou ¢tvrt, kterd nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky zadna
hlavni ulice nevede napfic¢ celym méstem. Predpoklddejme, Ze existuje alesponl jedna
hlavni ulice. DokaZte, Ze mésto mé centrum. (ISL 2007)

Uloha 40. Do terce o poloméru 12 centimetri jsme vystieli 19 naboji. Dokazte, Ze
nékteré dva z nich jsou od sebe vzdéaleny nanejvys 7 centimetri. (MO-59-A-I1I)

Uloha 41. Romeo a Julie jeli na vylet do rumunskjch hor. Stoji na opac¢nych
stranach pohoti ve stejné nadmorské vysce a chtéji se pohybovat tak, ze stale budou
mit stejnou nadmotskou vysku. Cesta mezi nimi tvofi graf linedrni lomené funkce.
Kazdy bod cesty je alespon tak vysoko jako pocatecni nadmoiskd vyska Romea a
Julie. Dokazte, Ze se mohou setkat. (MKS 24-1-7)

Uloha 42. Necht S je mnozina alespoii dvou bodi v roving, z nichz zadné t¥i nelezi
na primce. Vétrnym mlynem rozumime nasledujici proces. Na pocatku je vybrana
néjaka primka [ prochazejici pravé jednim bodem P € S. Tato primka se zacne
otacet ve sméru hodinovych rucicek se stfedem otaceni P, dokud nenarazi na dalsi
bod mnoziny S, oznacme jej (). Pfimka se nadéle otac¢i ve sméru hodinovych rucicek,
ovSem se stfedem otaceni (), dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak déle.
Dokazte, ze 1ze zvolit bod P € S a piimku [ prochézejici bodem P tak, Ze jimi
zacinajici vétrny mlyn bude mit kazdy bod z S za stifed otaceni nekonecnékrat.
(IMO 2011-2)

Uloha 43. David si na kruznici nakreslil 4n réiznych bodt a pak je po sméru hodi-
novych rucicek st¥idavé obarvil modie a cervené. Cervené body né&jakym zpiisobem
rozdélil do n dvojic a body v kazdé dvojici spojil cervenou tseckou. Podobné n
modrymi tseckami pospojoval modré body. Vsiml si, ze zadné tfi barevné tsecky
neprochéazeji jednim bodem a ze kazdy priisecik modré a cervené tsecky je fialovy.
Dokazte, Ze na obrazku nasel alesponi n fialovych bodi. (MKS 34-1-7)

Uloha 44. V temném lese rostou tenké stromy, jejichz vyska nepiekracuje 1007
metri. Zadné dva stromy od sebe nejsou dal, neZ kolik &ni rozdil jejich vysek.
Dokazte, ze je mozné cely les obehnat zdi dlouhou 2015 metrt. (MKS 26-1-7)

Uloha 45. V roviné je dano nékolik bodt, pii¢emz viechny nelezi na jedné p¥imce.
Ukazte, ze existuje piimka, na které lezi pravé dva z nich.
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Uloha 46. V roviné je trojthelnik RGB. Rozdélime jej na mensi trojahelnicky, aby
zaddny z nich nemél vrchol uvnitf strany jiného. Vrcholy obarvéme cCervené, zelené
a modfe, pfi¢emz vrcholy puvodniho velkého trojihelnika dostanou rtzné barvy.
Vrcholy na stranach velkého trojihelnika navic musi dostat barvu jedoho z krajnich
vrcholtt dané strany. Dokazte, ze néktery z malych trojuhelnickt mé vrcholy tii
riznych barev. (Spernerovo lemma)

Uloha 47. Pidorys galerie ma tvar (ne nutné konvexniho) n thelnika. Kolik straz-
niku je v zvislosti na n potieba, aby spole¢né vidéli celou galerii?
(Art Gallery Problem)

Uloha 48. Na kruhovém ostrové je v pisku nakreslen n-tthelnik se stejné dlouhymi
stranami. Ve stfedu kazdé strany cekaji zady k sobé dva ptakopysci. Najednou se
v§ichni rozbéhnou po stranéch, na kterych stoji, a po pfimce pokracuji az k pobfezi.
Ukazte, ze muzeme ptakopysky rozdélit do dvou skupin tak, ze soucet ubéhnutych
vzdalenosti v obou skupinach bude stejny. (MKS 36-1j-7)

Uloha 49.

(i) Na kolik nejvyse ¢asti mize n pfimek rozdélit rovinu?
(ii) Ukazte, Ze v tomto p¥ipadé je mezi nimi pro n > 4 alespoii 222

3

trojuhelniki.

Uloha 50. V jednotkovém kruhu lezi 60 bodii. Ukazte, Ze existuje bod na jeho
hranici, jehoz soucet vzdalenosti od ¢ervenych bodt nepfevysuje 80.
(CPS 2009/2010)

Uloha 51. Koneény soubor &tvereckt mé celkovy obsah 4. DokaZte, Ze jimi umime
pokryt jednotkovy ctverec.

Uloha 52. V roviné lezi 100 bodi tak, Ze z4dné tii z nich nelezi na jedné piimce.
Ukazte, Ze mezi vSemi trojuhelniky, které tyto body tvori, je nejvyse 70% procent
ostrotthlych. (IMO 1970-6)

Uloha 53. Dokazte existenci konstanty 0 < ¢ < 1 splitujici: kazdy mnohothelnik P

s obsahem 1 lze posunout o ﬁ néjakym smérem tak, aby vysledny mnohotthelnik
@ pronikal P v ploSe s obsahem nejvyse c. (USA TSTST 2018/2019)

Uloha 54. V roviné je dano 2n + 1 bodf v obecné poloze. Kruznice k prochézejici
tfemi z nich se nazyva modra, pokud uvniti k lezi stejné zbylych bodu jako vné k.
Dokazte ze pocet modrych kruznic mé stejnou paritu jako n.

Uloha 55. V roviné je n piimek, pficemz zadné dvé nejsou rovnobézné a zadné
t¥i se neprotinaji v jednom bodé. Tyto pFimky rozdéluji rovinu na oblasti. DokazZte
Ze pro n dostatecné velké l1ze obarvit alespoii /n pfimek namodro tak, aby zddn4 z
kone¢nych oblasti neméla celou hranici modrou. (IMO 2014-6)

Uloha 56. Je mozné ptifadit nenulova realné éisla bodéim roviny tak, aby soucet
hodnot ve vrcholech kazdého pravidelného 2015-thelniku byl nulovy? (iKS 5-C3)
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Uloha 57. Ukaite, Ze existuje konvexni 1990-tihelnik, kterjy mé vSechny vsechny
ahly stejné, a délky jeho stran jsou v n&jakém potadi rovny 12, 22, 32, ..., 19902
(IMO 1990-6)

Uloha 58. Nechf S je ¢tverec se stranami délky 100 a L je lomend ¢ara uvniti S,
kterd se neprotind (ani nedotyka). Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod P na hranici
S je mozné nalézt bod na L, ktery neni od P dal nez % Dokazte, ze je mozné na
L najit dva body X, Y takové, ze |XY| < 1, ale délka L mezi X a Y je alespoii
198. (IMO 1982-6)

Uloha 59. Ctverec je roziezan na trojuhelniky tak, 7e zadné tii vrcholy téchto
trojuhelnikt nelezi na primce. Pro kazdy vrchol véetné ptvodnich vrcholt ¢tverce
si zapamatujeme pocet z néj vychazejicich tsecek. Mohou byt vSechna tato ¢isla
suda? (iKS 5-C1)

Uloha 60. V roviné postava 24 robotti. Kazdy z nich ma zorny thel o velikosti
70° stupnt. Kolik nejvyse mezi nimi mtze byt usporadanych dvojic riznjych roboti
(R1, Ry) takovych, ze robot Ry vidi robota Ry?

Uloha 61. Najdéte vSechny realna ¢isla k& > 1, pre které se obdélnik 1 x k neda
rozdélit na dva podobné neshodné mnohothelniky. (iKS 5-C4)

Uloha 62. Nékolik identickych papirovych étvereckt n riznych barev lezi na obdél-
nikovém stole, strany ¢tvereckl jsou rovnobézné se stranami stolu. Mezi kazdou n-
tici riiznobarevnych ¢tvereckt 1ze najit dva, které se prekryvaji. Dokazte, ze vSechny
¢tverecky nékteré barvy umime pfispendlit ke stolu pomoci 2n — 2 Spendlik.
(ARO 2003)

Uloha 63. V roviné je danych koneéne mnoho pasti se souc¢tem &ifek X a kruh s
polomérem 1. Dokazte, ze pro X = 7 pasy umime posunout tak, aby pokryly cely
kruh. Jak moc umite tuto konstantu vylepsit? (iKS 4-C3)

Uloha 64. Kazdé strané b konvexniho mnohothelniku P pfifadime maximélni obsah
trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoz jedna strana je b. Dokazte, ze soucet obsahii
prifazenych vSem strandm mnohotihelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku obsahu
mnohothelniku P. (IMO 2006-6)

Zavérem

No, tloh je tu snad je na zabaveni dost. Samozirejme se ale ¢lovék mize zkusit zabyvat
sofistikovanéjsimi technikami. Existuje celd fada vét o vlastnostech konvexnich mno-
7in v R? jako napiiklad Hellyho véta. Pomoci nich se pak daji fesit i nékteré tlohy s
olympiddnim naddechem — vic se d& dozvédét tfeba v prispévku Davida Hrusky. Jiny
zajimavy smér tvoii vysledky okolo Pickovy formule a Minkowského véty, které se
zabyvaji vlastnostmi miizovych boda.

A samoziejmé je tu toho mnohem vic — k problémtm kombinatorické geometrie
se obloukem vraci mnoho hlubokych vysledkil analyzy, algebry i topologie. Ale ted
uz je ¢as poprat si dobrou noc, zaviit oci a spat.
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Hinty

Hint 1
Hint 2
Hint 3
Hint 4
Hint 5.
Hint 6
Hint 7
Hint 8
Hint 9

Hint 10.
Hint 11.
Hint 12.
Hint 13.
Hint 14.
Hint 15.
Hint 16.
Hint 17.
Hint 18.

. Projedte ho skartovackou.

. Co kdyby skrz sebe uméli probéhnout?
. Indukce.

. Konvexni obal a nafukovani.

Liska sedi uvnitf néjakého trojuhelnika néjaké triangulace.

. Nejdfiv vzdy ndhodné vyberte primér a pak az jeden z jeho krajnich bodi.
. Na vnitinim rybnicku se ¢tvrtinovym polomérem je kachnicka rychlejsi.

. Ano.

. Polozte obdélnik na Sachovnici se étverecky o strané =

Ne. Pfipevnéte k rovnostrannému trojuhelniku t¥i ﬁiké oblouky.
Zacpéte studnu sférou.

Orientace trojihelnika.

Kazdy tfez kraji sudy pocet cokolad.

Trojihelnikova sit.

Promitnéte na piimku.

Diskrétni spojitost.

Zacnéte s trojuhelnikem s vrcholy v S' s maximélnim obsahem.
Nejblizsi strana.

Hint 19.

Hint 20.
Hint 21.
Hint 22.

Nafukujte.
Vezméte bod na konvexnim obalu s velkym thlem.
Na druhé kruznici si vyberme bod O. Které polohy bodu O na prvni kruznici

zakazuji vyznacené body?

Hint 23.
Hint 24.
Hint 25.
Hint 26.
Hint 27.
Hint 28.

Cesty z rovnobéznikti spojuji protilehlé strany.

Co se stane s paritou, kdyz O pfekro¢i tsecku?

Nejvzdalenéjsi dvojice bodu.

Dvakrat vhodné posuiite ptivodni body a nakonec jesté néco usetrete.
Kazdému ruzovému bodu prifadte rohy ktizovatek tvaru T, které vidi.

Dva body jde oddélit od zbytku dvéma pfimkami. Zkuste naopak stf¥idaveé roz-

mistit vSechny body na kruznici.

Hint 29.

jevu.

Hint 30.
Hint 31.

Pro 0 < z <1 interpretujte levou stranu jako pravdépodobnost néjakého jistého

Btino jsou na konvexnim obalu jenom ovecky. Diskrétni spojitost.
Sachovnicové obarveni.

Hint 32.

Hint 33.
Hint 34.
Hint 35.

Dvojobarveni oblasti, barva odpovida sméru obchéazeni.
Seradte si tsecky podle jejich sméri.
Konstrukce: n-thelnik; sikovné body na kruznici se stfedem. Spoctéte, ze druha

konstrukce pro suda n nejde.

Hint 36

. Otécejte primkou kolem jednotlivych Ay, .

Hint 37. Nakrajejte mnohothelnik miizkou a vzniklé dilky naskladejte na sebe.
Hint 38. Pfi kapani nejdfiv zvolte pravouhly kiiz, potom bod obvodu.
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Hint 39. Vjedte do mésta a zatdcejte tak, abyste z néj nevyjeli.

Hint 40. 18 ¢asti a Dirichletuv princip.

Hint 41. Vytvorte graf, jehoz vrcholy jsou ty body pohofi, jejichz nadmoiska vyska je
stejné jako néjaky vrchol, udoli, ¢i kraj. Jaké jsou stupné jeho vrchold?

Hint 42. Vezméte primku [, kterd témér puli ostatni body.

Hint 43. Vyrazte na prochazku po modrych useckach; na modrych kiizovatkach zahnéte
doprava, ve fialovém bodu se zastavte.

Hint 44. Pospojujte stromy sestupné podle velikosti.

Hint 45. Vezméte pfimku, jejiz vzdalenost od jiného vyznaceného bodu je minimalni.
Hint 46. Zamyslete se nad stupni vrchold rovinného grafu, jehoz vrcholy jsou oblasti a
hrany odpovidaji jejich sousedstvi.

Hint 47. Triangulujte. Vrcholy obarvéte tfemi barvami tak, aby trojuhelniky byly trojba-
revné.

Hint 48. Mocnost z vrchold.

Hint 49. Pro prvni ¢ast indukce. Pro druhou ¢ast se u kazdé piimky podivejte na nejblizsi
priseciky.

Hint 50. Vezméte libovolny rovnostranny trojihelnik vepsany do kruhu a ukazte, Ze jeden

z jeho vrcholi vyhovuje.
1

Hint 51. Ctverce zmensete tak, aby mély strany délek 5=

Hint 52. Co kdyby byly jen 47 A co 57
Hint 53. Staci dokazat, ze stfedni hodnota obsahu pruniku je mal.

a celkovy obsah alespon 1.

Hint 54. Dokazte, Ze pocet kruznic prochéazejicich dvéma pevnymi body je lichy.

Hint 55. Hladové obarvujte modfe. (Taky funguje pravdépodobnostni metoda, kterd dava
lepsi odhad.)

Hint 56. Vyberte si 2015-tthelnik a rotujte ho okolo jednoho jeho vrcholu.

Hint 57. Protéjsim smérim dejte nasledujici ¢isla, coz prevede problém na hledani néjakého
5-199-tthelniku. Sméry rozdélte pétithelniky a jim dejte ¢isla opét postupné podle velikosti.
Hint 58. Postupné kreslete L. Po uspokojeni prvni stény ¢tverce budou k ni pfilehlé stény
neuspokojené.

Hint 59. Ne. Obarvéte stény dvéma barvami, spor poplyne spoctenim hran.

Hint 60. Optimalni jsou roboti ve vrcholech zanofenych rovnostrannych trojuhelnik.
Hint 61. Zkuste jej rozdélit lomenou ¢arou pro dany koeficient podobnosti. Pro ktera k to
zafunguje?

Hint 62. Indukce, vezméte obdélnik nejvice vlevo.

Hint 63. Setfidte pasky podle sméru, objedte obvod kruZnice.

Hint 64. Nejdiiv prevedte na: V 2n tthelniku o obsahu S se d4 najit takovy trojuhelnik s
obsahem alespoii 2. To pak dokazte dokreslenim hlavnich diagonél a uvaZovanim pokryti

n
»motyly* tvofenymi vedlejSimi diagonalami.
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