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seminar

Kombinatorické identity
Jakub Lowit

Abstrakt. V prednésce se budeme zabyvat nahlizenim raznych identit. V prvni
Casti si pfipomeneme vSemoznad kombinatorickd pozorovani, kterd nam takové
nahlizeni umozni. V druhé ¢asti pfedstavime takzvany diskrétni kalkulus — malého
bratiicka derivaci a integralti — a ukazeme si néktera jeho pékna pouziti.

Na svété existuje nepreberné mnozstvi riiznych identit s kombina¢nimi ¢isly. Po-
dobné existuje nepreberné mnozstvi metod, jak takové identity hledat a dokazovat.
My si ukdzeme dva — velmi odlisné — pristupy.

Prvnim bude kombinatoricke nepocitdni, které nam umozni fesit priklady medi-
taci nad zadanim. Nepocitani umi byt velmi zabavné a elegantni, obcas ale vyzaduje
netrividlni davku invence.

V druhé piilce prednasky si naopak ukdzeme takzvany diskrétni kalkulus. To je
metoda ryze pocetni. Nékteré snadné tlohy tak miize TeSit zbytecné slozité, jindy
ale poskytuje prehledny a pfimocary zpisob jejich uchopeni.

Uprimné vsak pfiznejme: na né€které tlohy nestac¢i ani jeden z téchto pfistupi.

Umluva. Neni-li fe¢eno jinak, vSechna ¢isla v tomto pifspévku jsou cela.

Umluva. V textu se vyskytuje nékolik pozndmek oznacenych jako formdlni. Ty ty-
picky vysvétluji vcelku nedilezité konceptualni detaily. Pokud jsou matouci, mohou
byt s klidem v dusi ignorovany.

Kombinace

Definice. Méjme celé ¢islo n > 0. Potom n! = n(n — 1) --- 1 znadi pofet moznosti,
jak sefadit n predmétu.

Definice. Méjme cela ¢isla n > k£ > 0. Kombina¢ni ¢islo (Z) = ﬁlk), pak znaci
pocet moznosti, jak vybrat z n predméti néjakou k-tici.

Zakladni vlastnosti kombina¢nich ¢isel je platnost binomické véty.

Tvrzeni (Binomicka véta). Pro n > 0 plati polynomiélni identita
- n
ety () =
i=0 !

Navic se daji prehledné usporadat do Pascalova trojuhelniku.
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Pascaltv trojuhelnik miiZze na prvni pohled ptisobit banalné. Pfesto nam ale dava

dobrou grafickou interpretaci riznych algebraickych identit. A takova interpretace
se mize hodit jak pro jejich zapamatovani, tak pro jejich pouziti.

Nepoéitaci rozcvicka

vvvvvv

hlédnout kombinatoricky. Rozmyslet si nasledujicich par uloh bez pocitani by méla
byt pomérné dobra investice. Pro grafickou nazornost si je posléze muzeme vepsat
do Pascalova trojuhelnika.

Uloha 1. Pro n > i > 0 dokazte

(n) ( - >
n—1
Uloha 2. Pron > i > 0 dokazte
1+ 1 i+1)

Uloha 3. Pro n > 0 dokaZte

Uloha 4 (Vandermonde). Pro n,m,r > 0 splitujici m + n > r nahlédnéte

> (") - (")

Uloha 5. Pro n,r > 0 nahlédnéte
i (k—i—r) B (n+r+1)
Pt r r+1

Uloha 6. Pro n > 0 dokaZte



Snadné identity
V zajmu dalsiho procviceni pfidejme jesté nékolik snadnéjsich identit.

Uloha 7. Pron >k > 0 dokazte
n n—1
()= (n)
Uloha 8. Pro n > r >k > 0 nahlédnéte
n\(r\ _(n\(n— k
r)\k) \k)\r—k)
Uloha 9. Pro n > 0 nahlédnéte
n
1 1
B3+ (7)
i=1
Uloha 10. Pro n > m > 0 ukazte

Uloha 11. Pro n > 0 dokazte

ik(’];‘) =n-2"L,

k=1

Uloha 12. Pro n > 0 dokazte
Zk‘2< ) =n(n+1)2""2

Inkluze a exkluze

Ukazme si nyni takzvany princip inkluze a exkluze — kombinatorické tvrzeni, které
dava do souvislosti velikost sjednoceni a prinikt pro néjaky systém mnozin.

Tvrzeni (Princip inkluze a exkluze). Méjme koneénou mnozinu indexi I veli-
kosti |I| = n a systém koneénych mnozin (A;);cr. Potom plati

u ) 4
jeJ

0¢JCI

13



Jinymi slovy, na urceni sjednoceni vSech A; nam sta¢i znat velikosti prunikt
vsech jejich neprazdnych skupinek.

Poznamka (formalni). Trochu vic konceptualné lze | J;.; A; vnimat jako priinik
prazdného systému. Princip inkluze a exkluze pak muzeme prepsat do tidernéjsiho

tvaru
Z(fl)“”‘ﬂ Aj’ ~0.

JCI jed
Vratme se ted k tématu nasi predndsky, kombinatorickym identitdm. Mame-
li néjaky systém mnoZin (A;);cr, princip inkluze a exkluze nam dovoluje spoécitat
velikost jeho sjednoceni dvéma zptsoby. Pii séitani kombinatorickych sum pak fe-
$ime opacCny problém — lze sumu interpretovat pomoci principu inkluze a exkluze?

Zejména vyskyt alternujicich znamének muze byt dobrym indikatorem takové inter-
pretace.

Uloha 13. Pro n > 0 settéte

Uloha 14. Pro n > 0 pomoci principu inkluze a exkluze znovu nahlédnéte
n n
-1y =0.
>0 ()

Uloha 15. Pro n > 0 uréete hodnotu souétu
Uloha 16. Pro m > n > 0 spodtéte

Uloha 17. Pro celé n > 0 dokazte

D

S () 3w (o)
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Dalsi triky

Dosavadni ponauceni by mélo byt nasledujici: ,, porovnavaci“ kombinatoricka tvrzeni
se daji prepisovat do algebraickych identit. Pokud tedy chceme dokazat néjakou
podeztelou algebraickou identitu, mtizeme ji zkusit kombinatoricky interpretovat —
pokud se to povede, mame vyhrano. Vhodna kombinatoricka interpretace ale obcas
muze byt dost trikova.

Uloha 18. Pro pfirozend m, n nahlédnéte délitelnost m!(n!)™ | (mn)!.
Uloha 19. Pro s,t > 0 spoctéte

E(7) 0

=0 =0

<.

Uloha 20. Pro n > 0 ozna¢me

Dokazte g(n) + g(n — 1) = 3"~ L.
Uloha 21. Pro n > 0 dokazte

(00 -

=0

Uloha 22. Pro n > 0 se¢téte

jo (i + 1)(nlf i+1) (2;) (2(:_;))

K2

Uloha 23. Pro n > 0 ozna¢me

Dokazte f(n)+ f(n —1) = 2.



Diskrétni kalkulus

Pojdme se ted na podcitani sum podivat z Uplné jiného thlu. Zadneme motivacni
tlohou.

Uloha 24. Seététe

3

1
i(i+1)

i=1
(folklor)
Resent. Trikové upravme.

1 "1 1 1
=) - - =1- .
Py I Db i el e,

i=1 ]

<
=

Vskutku, v prvnim kroku jsme pouze upravili zlomek uvnitf sumy; v druhém kroku
se pozrala vétSina sousednich ¢lenti.

Prijit na takovy trik napoprvé urcité neni lehké. Ale kdyz uz o ném vime, nejde
zobecnit i na dalsi sumy? Pointa predchoziho vypoctu prece spocivala pouze ve
vyjadreni clenti sumy pomoci rozdild nasledujicich ¢lent néjaké vhodné posloupnosti.

Nagim zakladnim objektem budou celo¢iselné posloupnosti — ty si budeme pred-
stavovat jako funkce f: N — Z nebo trochu obecnéji f: Z — Z. Posloupnosti umime
s¢itat i nasobit po prvcich; kazdé ¢ € Z urcuje konstantni posloupnost s odpovidajici
hodnotou.

Definice. Diskrétni derivaci funkce f: Z — Z myslime funkci A f definovanou jako
Af(z) = flz+1) = f(z).

Znaéeni. Pron > 0 znaéime symbolem A" f opakované n-nasobné pouziti diskrétni
derivace na funkci f. Funkce A" f se nazyva n-td diskrétni derivace funkce f.

Definice. Diskrétnim integralem funkce f: Z — Z myslime libovolnou funkci g: Z —
7Z spliujici Ag = f. Znacime jej X f.

Poznamka. Diskrétni integral funkce f je jednoznac¢né uréeny az na piicteni ce-
lociselné konstanty c. Striktné vzato, symbol X f oznacuje jednu konkrétni volbu
diskrétniho integralu. Vsechny ostatni pak mtZzeme ziskat pfi¢itanim celociselnych
konstant.

Poznamka (formalni). Jes§té trochu formalnéji, symbol ¥ f mtze oznacovat mno-
zinu v8ech diskrétnich integralt funkce f. Tim se lze zbavit vsi nejednoznacnosti.

Poznamka (formalni). Definice diskrétni derivace A a diskrétniho integralu ¥ se
napadné podobaji definicim derivace a integralu redlnych funkci a v mnoha ohledech
se proto chovaji podobné. My vSak tuto analogii k ni¢emu potfebovat nebudeme.
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Z nasich definic je jasné, Ze operace A a X jsou k sobé v podstaté inverzni —
pro jakoukoli posloupnost f plati AXf = f, zatimco XAf = f plati az na pficteni
konstanty.

Diskrétni integral X f mé ale mnohem primocarejsi interpretaci — aZ na kon-
stantu je dan prefixovymi soucty posloupnosti f. Presnéji, pro libovolnd a < b € Z
plati*)

(BH0+1) - (BH)(a) = Fla) + Fla+1) +- -+ F(b).

Skuteéné — pokud totiz zafixujeme a, obé strany rovnosti maji stejnou diskrétni
derivaci jakozto funkce proménné b a zaroven se rovnaji pro b = a.

Vsimnéme si pfitom, ze leva strana rovnosti nezavisi na konkrétni volbé diskrét-
niho integralu — pfi¢teni jakékoli konstanty ¢ k funkci X f je irelevantni. Na spocteni
dlouhého souCtu napravo ndm tak staci nalézt diskrétni integral funkce f a dosadit
do néj dvé hodnoty. Zkoumani diskrétnich derivaci a integralti nam tak — mimo jiné
— dava primocaré metody s¢itani rtiznych sum.

Vyse zminény rozdil hodnot posloupnosti v bodech a, b se nékdy znaci néasle-
dujicim zptsobem.

Definice. Pro funkci g: Z — Z a hodnoty a,b € Z oznacme

Pfedchozi vztah tak mizeme prepsat jako [Ef]ZH = Z?:a f(@3). Cisté z tech-
nickych divodi si jesté zavedeme znaceni pro posun indexti dané posloupnosti.

Definice. Pro posloupnost f: Z — Z definujeme jeji posunuti E f pomoci predpisu
Ef(a) = f(a+ 1). Obecnéji, pro celé n znac¢ime E"f posloupnost definovanou jako
Ef = f(a+n).

Poznamka (formalni). Symboly A, ¥, F vzdy umime napsat pied né&jakou po-
sloupnost f, a tim ziskat novou posloupnost. S trochou predstavivosti je proto mii-
zeme vnimat jako operdtory ma mnozZin€ vsech posloupnosti. Tento pohled trochu
zjednodusuje znaceni: chceme-li tfeba fict ,,pfi vypoctech nezéilezi na vzajemném
poradi diskrétniho derivovani a posouvani“, stac¢i napsat EA = AFE. Podobné je
ziejmé, Ze operator A™ je n-nasobnym sloZenim operatoru A.

Cviceni. Spoctéte Af a X f konstantni posloupnosti f s hodnotou 1.

Cviceni. Spoctéte Af a 3 f Fibonacciho posloupnosti f definované na nezépornych
celych cislech.

Cvieni. Bud d > 0. Jaka je diskrétni derivace posloupnosti f(z) = []%, -2

=0 z—1
definované na prirozenych c¢islech?

Cviceni. Je-li funkce f zadand polynomem, plati deg Af < deg f.

*) Pozor na indexy! Na levé strané opravdu vystupuje b + 1, ale napravo s¢itdme jenom k b.
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Cviceni. n-té diskrétni derivace posloupnosti f je explicitné ddna vztahem

A f) = S (1) st

=0

Diskrétni derivace se chovaji pékné ke sc¢itani a pfeskalovavani posloupnosti.
Zaroven se vSak chovaji rozumné i k nasobeni.

Tvrzeni (Zakladni vlastnosti diskrétni derivace).

(i) Bud f: Z — Z posloupnost a ¢ € Z. Potom plati A(c- f) =c-Af.
(ii) Mé&jme dvé posloupnosti f, g: Z — Z. Potom plati A(f +g) = Af + Ag.
(iii) Méjme dvé posloupnosti f,g: Z — Z. Potom plati A(f-g) = f-Ag+ Af - Eg.
Tato rovnost se nékdy oznacuje jako Leibnitzovo pravidlo.

Duisledek. Mgéjme dvé posloupnosti f, g: Z — Z. Potom plati

n

TR @RI RECT

=0

7 predchoziho tvrzeni vyplyvaji obdobné vlastnosti pro diskrétni integraly — ty
tedy opét respektuji preskalovavani a scéitani. Pro nasobeni dostavame pfepsanim
Leibnitzova pravidla takzvanou integraci per partes:

S(f-Ag)=f-9g—3(Af-Eg).

Integraci per partes lze interpretovat nasledovné. Chceme-li urcit diskrétni integral
sou¢inu dvou funkci f, h a zaroven zname diskrétni integral g funkce h, staci nam
alternativné spoditat diskrétni integral soucinu Af - Eg.

V mnoha piipadech se mtze hodit repertoar nékterych zakladnich diskrétnich

vvvvvv

Tvrzeni (Diskrétni derivace nékterych funkci).

(i) Bud ¢ € Z. Posloupnost f(z) = ¢® ma diskrétni derivaci Af(z) = (¢ — 1)c”.
(ii) Bud d € N. Posloupnost f(z) = (%) mé diskrétni derivaci Af(z) = (,*,).

Vsimnéme si, ze funkce (Z) = % Hf;ol (x — i) je polynomem v proménné z s
raciondlnimi koeficienty. Jeji nasobek d!- (%) = Hf;ol (x —1) je pak polynom s celodi-
selnymi koeficienty — tento polynom se mnohdy dlouze nazyva d-td klesajici mocnina

a znadi se 2. Z druhé ¢asti naseho tvrzeni pak vyplyvéa nasledujici.
Dusledek.”) Funkce f(z) = 2¢ = H?:_Ol ( — i) ma diskrétni derivaci d - z4=L.
Poznamka. Klesajici mocniny lze smysluplné definovat i pro zaporna d jako z¢ =

]_[d L Vaztah z pfedchoziho disledku pak plati pro vsechna d # 0.

i=0 7 x—i°

*) 7 hlediska diskrétni derivace se tedy ¢ chové podobné jako 2% vzhledem k derivacim realnym.
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Kalkulujme. ..

Pojdme si ted nabyté znalosti vyzkouset na nékolika ptikladech. Jak uZ jsme zminili
vyse, nejprimocarejsim pouzitim diskrétniho kalkulu je prosté s¢itani sum. Myslenka
je primocara. Sumacni index si predstavime jako proménnou a posléze se pokusime
spocitat diskrétni integral posloupnosti v sumé. Pokud se to povede, sta¢i spravné
dosadit krajni hodnoty.

Uloha 25. Pro n > 0 sectéte

3

i(i+1).
1=0

Uloha 26. Pro n > 0 znovu seététe

Rozmyslete si, ze podobné umime postupovat i pro vyssi exponenty.

Uloha 27. Pro n > 0 settéte

mn

> i-2h

=0

Uloha 28. Pro n > 0 settéte

Myslenka diskrétniho kalkulu se miize hodit i ve vice kombinatorickych tilohéch.
Pokud se tfeba snazime vyjadrit néjakou kombinatoricky zadanou posloupnost alge-
braickym pfedpisem, stac¢i kombinatoricky urcit jeji diferenci. I kdyz ¢lovek diskrétni
kalkulus moc neznd, divat se na diference se zkratka vyplati.

Premyslejme. . .

vevs

Cas od ¢asu vsak ¢lovék miize narazit i na sofistikovanéjsi ilohu, kterou vyse pred-
vedené teorie znac¢né ulehci.

Uloha 29. Pro m > n > 0 znovu seététe



Uloha 31. Bud p prvocislo. Posloupnost celych &isel (2,)3%, se nazjva péckovd,
jestlize pro kazdé prirozené ¢islo e existuje takové d > 0, ze pro vSechna celd m > d
plati

Dokazte, 7e pokud jsou obé posloupnosti (2,)2, a (yn)52, péckové, je péckova i
posloupnost (,yn)22,. (USA TST 2011)

Uloha 32. Pron > m > 0 dokaZte

- ok (2nE 1Y 2mil
;)( 1) <n_k> (2k + 1) =0.

k

(Crux 2019)

Uloha 33 (Pélya).*) Polynom f € Q[z] s raciondlnimi koeficienty se nazjva nu-
mericky, jestlize se da zapsat jako celociselna linearni kombinace polynomi (fi) pro
d € Ny. Dokazte, Ze polynom f € Q[z] je numericky pravé tehdy, kdyZ na celych
¢islech nabyva pouze celoc¢iselnych hodnot.
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*) Toto tvrzeni tedy v jistém smyslu vysvétluje, pro¢ se kombinaéni &sla objevuji tak &asto:
kdykoli 1ze néjakou celoéiselnou posloupnost definovat raciondlnim polynomem, uz se da zapsat
jako jejich celociselnad kombinace.
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Hinty

Hint 1. Vybrat néjakou k-tici je to samé jako vybrat jeji doplnék.

Hint 2. Rozliste, zda byl do vysledné (i + 1)-tice vybrén jeden konkrétni prvek.

Hint 3. Pocet moznosti jak vybrat podmnozinu n-prvkové mnoziny.

Hint 4. Rozdélte pripady podle toho, jak je r pfedmétt rozdéleno mezi m a n.

Hint 5. Vybirame r+1 pfedmétt ze sefazenych n+r+1. Rozdélte ptipady podle nejvyssiho
vybraného predmétu.

Hint 6. Lichych podmnozin n prvkové mnozZiny je stejné jako sudych. Zafixujte jeden
prvek, bijekci definujte jeho pfidavanim/odebirdnim.

Hint 7. Z n-lidi vyberte k-Clenné druzstvo a zvolte mu kapitana.

Hint 8. Z n lidi zvolte druzstvo velikosti r a jeho poddruzstvo velikosti k.

Hint 9. V fadé je n + 1 policek. Vyberte nékteré z nich a do policek vlevo od néj polozte
dvé rozlisitelné figurky.

Hint 10. Z n kuli¢ek vyberte m kulicek, vybrané kulicky obarvéte dvéma barvami.

Hint 11. Vybirejte détské druzstvo libovolné velikosti a jednomu ditéti dejte bonbon.
Hint 12. Postupujte podobné jako v predchozi loze — mezi vybrané déti ale rozdejte dva

bonbony.
Hint 13. Uvazte A; ={1,...,i—1,i+1,...,n}. Vyjde n.
Hint 14. Vezméte n krat tu samou jednoprvkovou mnozinu A; = --- = A, = {1}. Ale

ano, vysledek tlohy jsme potfebovali pfi dikazu principu inkluze a exkluze.

Hint 15. Pro ¢ = 1,...,n zvolte za A; mnozinu téch funkci f: {1,...,n} — {1,...,n},
které nenabyvaji hodnoty i. Vysledny soucet je n!.

Hint 16. Vizte pfedchozi hint, pouze nékde zaménte n za m. Vyjde 0. No neni to veselé?
Hint 17. Pomoci principu inkluze a exkluze interpretujte vnitini sumu jako pocet permu-
taci k-prvkové mnoziny bez pevného bodu.

Hint 18. Kolika zptusoby lze rozdélit mn lidi do m stejné velkych skupin?

Hint 19. Interpretuje sumu jako pocet zptisobu jak obarvit s + ¢ 4+ 1 kulic¢ek stiibrnou a
tyrkysovou. Nejprve rozdélte pripady podle toho, zda je stfibrnych ostie vic nez s, nebo
tyrkysovych ost¥e vic nez t. Vyjde 25T1+1,

Hint 20. Interpretujte g(n) jako pocet slov nad abecedou {a,b,c}, kterd obsahuji lichy
pocet a a sudy pocet b.

Hint 21. Cesty v mfiZce, které vedou doprava a nahoru. Leva strana dava cesty v miiZce
n X n z rohu do rohu s vyznaénym bodem na diagondle. Vytvoite bijekci s cestami délky
2n, které mohou koncit kdekoli. Pro dalsi hint se podivejte do Mirkova starého ptispévku
na nepocitani.

Hint 22. Znate Catalanova &isla, tj. poCet cest mFizce n x n nepifekracujicich diagonalu.
Pottebujete o nich védét dvé véci. Vyjde ¢, = n%_l (2:)

Hint 23. Zase mfizka.

Hint 24. Prectéte si feseni.

Hint 25. Diskrétni integral funkce x(z + 1) uz — az na posunuti — znite. Vysledek bude
L(n+2)(n+ Dn.

Hint 26. Rozepiste polynom z? pomoci klesajicich mocnin, jejichz diskrétni integraly uz

(2n+1)(n+1)n
6

znate. Vyjde . Podobny postup funguje pro jakykoli pevné zvoleny exponent
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— pouze je tieba prechazet mezi béznym tvarem polynomu a jeho rozepsanim do klesajicich
mocnin.

Hint 27. Diskrétni integral funkce 2% je opét 2%, pouzijte per partes. Pozor na posun
indexu! Vyjde 2" (n — 1) + 2.

Hint 28. Per partes. A pak? Per partes. Pokud se neprepocitate, vyjde
1" ("3").

Hint 29. Vezméte polynom f(z) = (m —z)". Jaky stupeil ma A f? Vyjadiete jeji hodnotu

(=D n(nt1) _
2

v 0 druhym zpusobem.

Hint 30. Vezméte polynom f(z) = 2™ a opét se zamyslete nad polynomem A™f a jeho
hodnotou v 0.

Hint 31. Posloupnost f je péckova, pravé kdyz se A™ f(0) pfi zvétSovani m stava vic
a vic délitelné p. Pouzijte Leibnitzovo pravidlo. Co zbyva ukazat o vyrazech A™g(j) pro
péckovou posloupnost g a c¢isla j > 07

Hint 32. Tipnéte polynom f(z) = (2n + 1 — 22)>™T!. Spoététe A" £(0) jednoduse a
slozité. Posléze formalné prepiste Leibnitzovskou sumu jako dvojnasobek zadaného vyrazu.
Hint 33. Pouziti operaci A a ¥ zachovava numeri¢nost. Ulohu dokazujte indukci podle
stupné f.
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