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Abstrakt. Dostaneme-li nékolik bodi, umime nalézt polynom, ktery jimi presné
prochazi? Jak vysoky stupen takovy polynom bude muset mit? A lze takové tvahy
néjak rozumné vyuzit pfi feSeni olympiddnich tloh? Na vSechny tyto otdzky se v
prispévku pokusime odpovét.

Intro k interpolaci

Nejprve si ukazeme, jak zadanou n + 1-tici bodd provést polynom stupné nepfesa-
hujiciho n. Po zbytek prednasky pak budeme z této znalosti bohaté Cerpat.

Véta. Af xzg,z9,...,2, € R je n + 1-tice po dvou rliznych redlnych ¢isel, déle
méjme libovnolné redlna ¢isla yo,ya, ...,y € R. Pak existuje jednoznacné urceny
redlny polynom f stupné nejvyse n takovy, ze f(x;) = y; pro vechna i =0,1,...,n.
Diikaz: Definujme f(x) = 30 o vi [ % Protoze x; byla po dvou rfizna, je f
dobfe definovany redlny polynom proménné x stupné nejvyse n.

Zbyva ukazat, ze jako takovy je f urcen jednoznacné. Vezméme libovolny realny
polynom g, ktery prochazi vSemi n + 1-danymi body a ma stupen nejvyse n. Potom
h = f — g je opét redlny polynom stupné nejvyse n, pfi¢emz h(z;) = y; —y; = 0
pro v8echna ¢ = 0,1, ..., n. Pokud ale m4 readlny polynom v né€jakém bodé z; kofen,
musi byt délitelny polynomem x — x;. Polynom h mé ale vic kofent, nez jaky méa
stupen, tedy je to nulovy polynom, odkud f = g. ]

Definice. Polynom f z predchoziho tvrzeni nazyvame Lagrangeuv interpola¢ni po-
lynom.

Na interpolac¢ni predpis mizeme nahlizet tak, ze kazdy polynom stupné nejvyse
n + 1 lze jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci n 4+ 1 polynomt, které maji
pravé v jednom z bodt x; hodnotu jedna a ve vSech ostatnich x; se nuluji.

Poznamka. Véta a Lagrangeové interpolaci neplati pouze pro redlné polynomy, ale
také pro polynomy nad Z, pro libovolné prvocislo p.

Ditkaz poznamky je zcela analogicky predeslému dukazu. Obecnéji, véta o La-
grangeové interpolaci funguje pro libovolné téleso T'. Nés ale stejné zadna jina télesa
nez ta vyse uvedend zajimat nebudou.

Uloha 1. Af by,b1,...,b, € R jsou po dvou rtizna a cg,ci,...,c, € R libovolna.
Potom maé soustava rovnic
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a0+b0a1 +b(2)a2 +... +bgan = Co,

ag + brar + b%ag + ...+ b?an = C1,

2
ao +bpar + by as+ ...+ bra, = cp.
pravé jedno feSeni ag,ay, ..., ay.
Lagrangeuv interpola¢ni polynom neni Sikovny pouze tim, ze existuje. Jeho
krasa tkvi v tom, ze ho mtuzeme explicitné napsat. To je spole¢né s jeho jednoznac-
nosti velmi silné zbran.

Hodnoty v bodech

Zacneme jednoduchymi tlohami, jejich cilem je spocitat hodnotu polynomu zada-
ného svymi hodnotami v néjakém dalsim bodé.

Uloha 2. Redlny polynom f stupné degf < n splituje f(i) = 2 pro vsechna
1=0,1,...,n. Spoctéte f(n+ 1).

Uloha 3. Ukazte, ze polynom f z pfedchozi tlohy mé stupeti pfesné n.

Uloha 4. Reélny polynom f stupné degf < n spliuje f(k) = (}H) pro vSechna
k

k=0,1,...,n. Spoctéte f(n+ 1).

(IMO Shortlist 1981)

Uloha 5. Polynom f s celo¢iselnymi koeficienty splituje f(0) = 0 a f(1) = 1. At
p je takové prvodislo, ze f(k) dava zbytek 0 nebo 1 modulo p pro libovolné k € N.
Dokazte, ze f ma stupen alespon p — 1.

(IMO Shortlist 1997)

Uloha 6. Af aj,as,...,a, jsou neziporna celd éisla. Dokaze, Ze konstatni ¢len
soucinu

o\ @ o
H (1 - %) je roven (2}:71%)_

T T
1<iti<n J [z ai

Na procviceni jesté dodame dva dalsi plné primocaré priklady, jejichz dopoc-
teni vSak vyzaduje o trochu vic prace.
Uloha 7. Af F; znadi i-té Fibonacciho ¢islo.! Af polynom f stupné 990 spliuje
f(k) = Fy pro v8echna k = 992,993, ...,1982. Dokazte, ze f(1983) = Figss — 1.
(IMO Shortlist 1983)

Uloha 8. Polynom f(x) stupné 3n m4 hodnotu 0 v bodech 2,5.8,...,3n — 1,
hodnotu 1 v bodech 1,4,7,...,3n — 2 a hodnotu 2 v bodech 0,3,6,...,3n. Navic
plati f(3n + 1) = 730. Naleznéte n.

(USAMO 1984)

' Tedy i =1, Fo =1a F, =F,_1+ F,_2 pron > 3.
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Kombinatorika a koeficienty

Pro dikazy nékterych identit casto staci spocitat néktery koeficient néjakého poly-
nomu dvéma zpiisoby.

Uloha 9. Dokaite, 7e pro libovolna po dvou riizné cela &sla aq,as,...,a, a pro
libovolné prirozené k je
Z i

J#z )
celé cislo.

(Velka Britanie)
Uloha 10. Jakych hodnot nabyva vyraz z minulého piikladu pro piirozensd k =
0,1,...,n—17
Uloha 11. Vyjadfete piedesly vyraz jako polynom v proménnjch a; pro k = n a
prok=n+1

Uloha 12. Vyjadfete ptredesly vyraz jako polynom v proménnych a; pro libovolné
k> n.

Uloha 13. At f(z) = a,2™ +...+ a1z +ag je realny polynom. Pro libovolna realné
b, h dokazte

n

> (=t (Z) F(b+ kh) = a,nlh™.

k=0

Poznamenejme, ze v predchozi tloze mize byt klidné a,, = 0, pouzivame totiz
pouze horni odhad na stupen f. Nyni pfijde sprska kombinatorickych identit. Né-
které jsou diisledky elementarnich kombinatorickych princip, jiné zcela lehké nejsou.
Kazdopéadné si je vSak rozmyslete pomoci predchozi tlohy ¢i jiné interpolace.

Uloha 14. Prop=0,1,...n — 1 dokazte

Uloha 15. Dokaite, 7e

Uloha 16. UkaZte rovnost

Z”: < >k”+1 (n;rl)!.

k=0



Pro radost si mizete stejnymzptisobem spocitat podobné sumy i pro vyssi moc-
niny. Na zavér této sekce si zadame jednu tézkou tlohu.

Uloha 17. Dokazte rovnost
- (_1)k_1 n n_ .n = 1
E: ’ i (n—k)"=n E i

k=1

Polynomy a nerovnosti

Doted jsme interpolaci pouzivali k ziskdvani rovnosti. Nyni se ji pokusime aplikovat
k diikaztim rtiznych nerovnosti s polynomy. Mame-li totiz néjakou podminku na do-
statek hodnot polynomu, Lagrangeova interpolace pak vynucuje nerovnosti v dalsich
bodech.

Uloha 18. Reélny polynom f(x) stupné n spliiuje na intervalu [0,1] nerovnost
|f(z)| < 1. Dokazte, ze | f(51)] < 2"+ — 1.

Uloha 19. Mgjme realny polynom f = ax? + bx + ¢, takovy, 7e éisla f(—1), £(0) a
f(1) v absolutni hodnoté nepfesahuji 1. Dokazte, ze pro libovolné = € [—1,1] plati
[f@) <5 al?f(3)l <2

(Spanélsko 1996)

Uloha 20. Je déno realné a > 3 a polynom p stupné n. Dokazte, Ze

maXi:O,l,.4.7n+1|ai —p(i)| > 1.

(Indie 1998)

Uloha 21. Patrik si napsal realnj monicky polynom stupné n, vyhodnotil jej v n+1
ruznych celoc¢iselnych bodech, vzal z nich absolutni hodnoty a vybral tu nejvétsi.
Polynom i body volil tak, aby vyslednd hodnota byla nejnizsi mozna. Kolik mu
vyslo?
(iKS-5-A3)
Nyni si jesté zadame nékolik dalsich prikladd, které s interpolaci tizce souvisi.
V nich se typicky hodi tipnout spravné body, ve kterych interpolaci provedeme. Pro
polynomy nizkych stupnii je takové tipovani mozné, pro vyssi stupné se k nému hodi
znalost takzvanych Cebysevovych polynomt. Jejich zkouméni se ale vyhneme.

Uloha 22. Naleznéte maximum vyrazu a® + b + 2, je-li |az? + bz + ¢/ < 1 pro
libovolné z € [—1,1].
Uloha 23. Realna ¢isla a,b,c,d splituji |ax® + bx? + cx + d| < 1 pro vsechna
x € [—1,1]. Ukazte, Ze |a| + |b] + |¢| + |d| < 7.

(IMO Shortlist 1996)
Uloha 24. Budiz p(z) = az® + bz? + cz + d realny polynom splijici [p(x)| < 1 na
intervalu [—1, 1]. Maximalizujte |c| a uréete, pro které polynomy se maxima nabyva.
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Uloha 25. Mgjme funkci F' = maxge(o,3] |23 — ax? — bx — c|. Naleznéte jeji minimum
pres vSechna a, b, c € R.
(Cina TST 2001)

Na zavér poznamenejme, ze silnou zbrani na mnoho takovych polynomialnich
nerovnosti je Cebysevova véta, ktera fik4, ze monicky redlny polynom f stupné n
na intervalu [—1,1] spliiuje max,e[—1,1j|f(2)| > 57=. Tento odhad piitom obecnd
vylepS$it nelze. Vsimnéte si, ze naptiklad posledni z nasich tloh je pak trivialni. My
se vSak touto vétou dikladnéji zabyvat nebudeme.

Dalsi stylovou aplikaci Lagrangeovy interpole¢ni formule je jeji vypusténi na
komplexni polynomy

Literatura a zdroje

Bohuzel, kvalitnich zdroju prikladi na interpolaci moc neni. Pfispévek proto vychazi
z nasledujicich dvou knih.

[1] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Problems from the Book
[2] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Straight from the Book
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Hinty

Hint 1. Interpretujte a; jako koeficienty Lagrangeova polynomu.

Hint 2. Napiste jej, s vyuZitim vlastnosti kombina¢nich &isel vyjde 271 — 1.

Hint 3. Kdyby mél mensi stupen, musel by pfisluSnymi body pfesné prochéazet uz ten
predchozi polynom.

Hint 4. Postupujte jako minule, vyjde zbytek n + 1 po déleni dvéma.

Hint 5. Napiste plny interpola¢ni polynom v Z, a ukazte, Ze ma nenulovy vedouci koefi-
cient.

Hint 6. Nejprve si vSimnéte, ze onen zlomek v proménnych a; je souc¢tem podobnych
zlomk1, kde je vzdy jedno a; zmenseno o 1. Dokazte, ze konstantni ¢len takovych soucint
spliiuje tento rekurzivni vztah, pomiiZe interpola¢ni rovnost > " ; Hj#(l - 2—;)_1 =1.
Hint 7. Pomozte si tfeba zndmym explicitnim vyjadfenim Fibonacciho ¢isel pomoci moc-
néni zlatého fezu.

Hint 8. Interpolace ndm déava jednu podminku. N&jak domlatte, Ze funguje pouze n = 4.
Hint 9. Interpolujte polynom z*. Je-li k moc velké, berte zbytek po déleni [T (x — as).
Hint 10. Piislusny koeficient polynomu z* je zfejmy: 0 pro k <n —2 a 1 pro k = n.
Hint 11. Vyjde }" =i a (X0, :ci)2 — Dz T

Hint 12. Zase stejné.

Hint 13. Interpolujte f a sledujte vedouci koeficient. Piipad h = 0 feste zvIast.

Hint 14. Trividlné z predchoziho.

Hint 15. Taktéz.

Hint 16. Vymodulte polynom z"*! vhodnym polynomem stupné n a interpolujte.

Hint 18. Pfimocare interpolujte v bodech tvaru % prok=0,1,...,n.

Hint 19. Interpolujte a nahlédnéte, Ze stadi Fesit jedinou (extrémni) volbu interpola¢nich
koeficienta.

Hint 20. Interpolujte obecné v prvnich n+ 1 bodech. At se zvoli povolené hodnoty sebelip,
v n+ 1 bude p moc maly.

Hint 21. Interpolujte v onéch bodech, vyvodte disledky z moni¢nosti polynomu. Vyjde

n!
e
Hint 22. Interpolujte v bodech —1,0,1 a vyjadiete a? + b% 4+ ¢? pomoci interpola¢nich

koeficientu.
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