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Nullstellensatz
Jakub Lowit

Abstrakt. Na prednasce se budeme zabyvat takzvanymi vétami o nuldch, které
davaji do souvislosti mnoziny polynomiu a mnoziny jejich spole¢nych reseni. Nej-
zajimavéjsi pro nas bude takzvand Combinatorial Nullstellensatz, s jejiz pomoci
hravé zvitézime nad mnoha netrividlnimi kombinatorickymi tlohami.

Véty o nulach

Definice. Te¢leso je mnozina K obsahujici pfinejmensim dva vyznacné prvky 0 a
1, spole¢né s bindrnimi operacemi ,plus“ a ,krat“, které spliiuji vcelku intuitivni
axiomy (obé operace jsou asociativni a komutativni; pfi¢itdni nuly nic nemeéni; na-
sobeni jednickou nic neméni; nasobeni je distributivni vuci séitani; pro kazdy prvek
a existuje prvek —a, ktery se s nim secte na 0; pro kazdy nenulovy prvek b existuje
prvek b~1, ktery se s nim vynasobi na 1).

Ackoli riznych téles existuje spousta, my bude pracovat jenom s nékolika dobie
znadmymi*) 1k
C — komplexni ¢isla
R - realna dcisla
@Q — racionalni ¢isla
Z,, — zbytky modulo prvoéislo p

Znadceni.

e Pro dané téleso K muzeme uvazovat polynomy s koeficienty v K. Mnozinu vSech
takovych polynomt znaéime K|z1,...,z,].

e Dostaneme-li n-tici éisel (s1,...,s,) € K™ a polynom f € K[xy,...,2,]|, mi-
Zeme do néj naSe ¢isla dosadit, ¢imz dostaneme ¢islo f(s1,...,s,) € K.

e Pro libovolnou mnozinu polynomu F' C K[xz1,...,x,| tak dostdvAme mnozinu
jejich spole¢nych nul V (F), tj. mnozinu vSech n-tic (s1, ... s,), které pro kazdy
polynom f € F spliuji f(s1,...,5,) =0.

e Naopak pro libovolnou mnozinu S C K" takovych n-tic mizeme uvazovat mno-
zinu I(S) v8ech polynomi, které se na ni nuluji.

Cviceni. Zamyslete se, jak se ,hledani spole¢nych nul* a ,hledani nulujicich se
polynomu“ chové pro polynomy v jedné proménné nad C.

*) Takze pokud o télesech nic nevis, vitbec to nevadi a miizes si misto obecného K po celou dobu
predstavovat tieba realnd ¢isla R. Pro jina télesa nez Q, R, C, Z, vétu stejné pouzivat nebudeme.

NN aproti tomu N, Z & Z,, pro slozené ¢islo m télesa nejsou — vSem totiz chybi multiplikativni
inverzy k nékterym nenulovym prvkam.
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Obecné bychom radi pochopili, jak spolu mnoziny polynomi a mnoziny jejich
spoleénych nul souvisi. Pro polynomy v jedné proménné je situace vcelku prehledné
— a prinejmensim jsme se uz vSichni s takovymi pfiklady mnohokrat setkali. Naopak
pro vice proménnych se problém velmi rychle komplikuje. Presto se v ném ale ¢asto
dé najit jakysi systém. A takova tvrzeni se pak typicky nazyvaji véty o nuldch.

No a pro¢ nas zajimaji? Dulezitost souvislosti mnozin polynomii s jejich spolec¢-
nymi nulami v ramci algebry je vcelku ocividna. My si ale budeme chtit ilustrovat
predevsim dusledky pro feSeni kombinatorickych a teorieciselnych tuloh. Pokud se
nam takovou tlohu povede prevést ¢isté do feci polynomu a jejich hodnot, najednou
se nam otevie silny a prehledny algebraicky aparat, ktery mtZeme pouzit. Ackoli
v této prednasce je nas arzendl predstavovan ,pouze jednou vétou (avizovanou
Combinatorial Nullstellensatz), tento pifstup funguje obecn&ji. Cim vétsi znalost
polynomu ziskame, tim 1épe budeme umét ,prevadét tlohy do algebry“.

Combinatorial Nullstellensatz

Zformulujme a dokazme tedy slibenou vétu, se kterou prisel v roce 1999 ptvodem
izraelsky matematik Noga Alon. Sama o sobé tato véta neni buhvijak , prekvapiva®,
ale je nehorazné uzitecna praveé pii prevadéni kombinatorickych problémt do algebry.

Pozorovani.
e Bud K téleso, f € K[z] polynom s k riznymi kofeny sq,...,s; € K. Potom

f=h-(x—s1) - (z— s) pro néjaky polynom h € K|z].
e Bud K téleso, f € K[z] nenulovy polynom stupné d. Pak f ma nejvys d kofent.

Dikaz. M&-1i f kofen v r € K, zkusme jej vydélit (se zbytkem) polynomem (z —r),
¢imz dostaneme vyjadieni f = h - (x — r) + ¢ pro n&jaké h € K[z] nizsiho stupné a
konstantu ¢ € K. Jenze f(r) = 0 z pfedpokladu, takze ¢ = 0, procez f = h-(x — ).
Induktivné (dokud mé h néjaky kofen) proto mizeme pokracovat a ziskat

f=h-(x—r1) - (x—1)),

kde h € KJz] je polynom bez kofene. Tedy r1,...,r; jsou vSechny kofeny f (i
s nasobnostmi).

V prvni ¢asti jsou nyni v8echna s, ..., s, obsaZena mezi ry, ..., 7;, coz ddva hle-
dany tvar, tj. f je skuteéné (polynomidlnim) ndsobkem (z —s1) - (z — sx). V druhé
Casti dostavame diky f # 0 nerovnost stupnt k < j < d, ¢imz jsme hotovi. ]

Lemma (Rozklad na souéet). Mgjme téleso K a nékolik jeho koneénych pod-

mnozin Si,...,S,. Dale m&me polynom f € K|z1,...,xz,], ktery se nuluje na celé
mnoziné Sy X -+ X Sp. Pro i =1,...,n oznatme g; = [[;cq, (; — s;). Pak existuji
polynomy hy,...,h, € K[z1,...,x,] takové, Ze

f=higi+- -+ hugn
Ty lze navic zvolit tak, aby degh; 4+ degg; < deg f pro vSechna i =1,...,n.
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Poznamka. Rovnost z lemmatu lze vyjadiit slovy jako ,f je linedrni kombinace
polynomt ¢1, ..., gy, s koeficienty v K[x1,...,z,]“.

Poznamka. Vsimnéte si, Zze v pfipadé n = 1 se lemma skuteéné degeneruje na
prvni ¢ast predchoziho pozorovani.

Diikaz. Nejprve zpozorujme, Ze postupnym odecitdnim polynomt tvaru hlg; jako
ve znéni lemmatu miZeme prevést f na polynom f’, ve kterém se kazdé x; objevuje

pouze v mocninach 0,1,...,|S;| — 1. Vskutku, g; je polynom v proménné x; tvaru
[Si|—1
[Si] J
z; "+ E C;T;
=0
S|

pro néjaké konstanty c;. Pokud se tedy v f vyskytuje ¢len obsahujici z;”"', ode-

3
¢tenim vhodného polynomu tvaru hlg; ho umime nahradit soué¢tem h;czxf pro j =
0,...,]5:] —1 (kde A, spliiuje podminku se stupni). Opakovdnim tohoto ode¢itani se
tak skuteéné zbavime vSech x; s exponenty > |S;].

Takto upraveny f’ se stéle nuluje na celém Sy x - - - x S,,. Tvrdime, ze f' = 0. To
snadno ovéfime indukci na n, pficemz pfipad n = 1 plyne z pfedchoziho pozorovani.
Pro n > 2 rozepiSme f’ jako soudet ¢lentt podle exponentu u z,,, tj.

[Sn|—1

f'= > fadh,
j=0

kde f]’ € K[z1,...,2,—1] jsou polynomy ve zbylych proménnych. Pokud se néktery
z f]’ nenuluje na nékterém (si,...,s,_1) € K" 1, ¢asteénym dosazenim ziskame
nenulovy polynom jedné proménné f’(s1, ..., S,_1,Ty) stupné nejvyse |S,|—1, ktery
se nuluje na celém |S,,|, coz je spor s pFedchozim pozorovanim. Tedy vSechny f; se
nuluji na celém S; x --- x S,,_1, z indukéniho pfedpokladu se tedy jedna o nulové
polynomy, procez také f’ = 0.

Tim jsme hotovi: z konstrukce f’ je jasné, ze f = f' + higy + -+ + hpg, pro
polynomy h;, g; jako ve znéni lemmatu, ale zaroven jsme ukdzali f/ = 0. [

Nyni miizeme zajasat, protoze nase napjaté ocekavana véta je pouze elegantnim
dtisledkem ptedchoziho explicitniho lemmatu.

Véta (Combinatorial Nullstellensatz). Méjme téleso K, nékolik jeho koneé-
nych podmnozin Sy, ..., S,, a polynom f € Klx1,...,xz,]. Pfedpokladejme, Ze plati
deg f=t1+---+1t, proty,...,t, € Ny spliiujici

(i) t; < |S;| pro véechna i =1,...,n,

ii) koeficient u 2! - - - zf» v polynomu f je nenulovy.
1 n

Potom existuji s; € S; pro i =1,...,n takova, ze f(s1,...,5,) #0.
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Poznamka. Vsimnéte si, Zze v pfipadé n = 1 véta fikd: Je-li S C K konefné
podmnozina a f € Klx] polynom stupné deg f = ¢ < |S|, pak existuje s € S
spliwujici f(s) # 0.

Diikaz. Véta je disledkem piedchoziho lemmatu — kdyby se f nuloval na celé mnoziné
S1 X -+ x Sy, mohli bychom jej prepsat jako

=Y higi,
i=1

kde g; = Hjes,i (x; — sj) a zarovetl deg h; + deg g; < deg f pro vSechna i =1,...,n.
Soucet ¢lenti maximalniho stupné v f proto tvaru

n

1o 1S
E hy -2,
=1

kde h} znagi soucet ¢lenti maximalniho stupné v h,;. M4-li tedy néjaky ¢len polynomu
f maximélniho stupné nenulovy koeficient, musi obsahovat nékteré x; v mocniné
> |S;|. JenZe diky bodu (i) méme pro vSechna i nerovnost |S;| > ¢;, takze ¢len (ma-

ximalniho stupné) z{' 2% - - - 2+ musi mit nulovy koeficient, coz je ve sporu s bodem
(ii). Polynom f se tedy na celé mnoziné Sy X --- X S,, nulovat nesmi. ]

Ulohy

Koneéné nadchazi ¢as si pouziti nasi teorie poradné procvicit. Pfi tom uvidime
duasledky Combinatorial Nullstellensatz zasahujici do kombinatoriky a teorie grafi,
kombinatorické geometrie, algebry, i teorie ¢isel.

Ackoli nésledujici tlohy neziidka maji i pékné elementarni feSeni, ¢asto je velmi
neelementarni na né ptijit. Combinatorial Nullstellensatz je skutecné silna, takze se
neni tieba divit, Ze ji ¢asto opravdu staci pfimocafe pouzit, a obcCas tak ziskat i
obecnéjsi vysledek. K jeji aplikaci ndm staci chytie zvoleny polynom, jehoZ stupen
a vhodny ,vedouci koeficient* mame pod kontrolou.

Uloha 1. V kazdém vrcholu pravidelného 100-thelniku jsou napsana dvé piirozené
c¢isla. Ukazte, Ze lze z kazdého vrcholu smazat jedno ¢islo tak, aby v zadnych dvou
sousednich vrcholech nezbyla stejnd éisla. (ARO 2007)

Uloha 2. Pro pfirozené ¢islo n oznacme

S ={(z,y,2) | z,y,2 € {0,1,...,n}, (z,y,2) # (0,0,0)}.

Urcete nejmensi pfirozené ¢islo m, pro které mize byt S pokryta m rovinami, které
neprochézi poc¢atkem. (IMO 2007, 6)

Uloha 3. Méjme prvocislo p a dvé mnoziny A, B nékterjch zbytkd modulo p.
Ozna¢me A + B mnozinu téch zbytkiu, které lze ziskat jako a + b proa € A, b € B.
Dokazte nerovnost |A + B| > min{p, |A| + |B| — 1}. (Cauchy-Davenport)
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Uloha' 4. Mgjme prvoéislo p a polynomy f1,..., fm € Zy[r1, . .., Ty] spliujic

ideg fi <n.

i=1
Ukazte, ze pokud ma soustava fi = --- = f,,, = 0 feSeni nad Z,, pak mé néjaké dalsi
feSeni nad Z,. (Chevalley-Warning)

Uloha 5. Nadroviny Hi,...,H,, v R” pokryvaji vSechny vrcholy jednotkové hy-
perkrychle {0,1}" kromé jednoho. Dokazte m > n.

Uloha® 6. M&jme prvoéislo p a graf*) G, jehoz vrcholy maji stupen nejvyse 2p—1 a
] g J y maj VY

pramérny stupen ostie vétsi nez 2p—2. Dokazte, ze z G muzeme smazanim nékterych

hran a vrcholt vyrobit neprézdny graf G’ ve kterém m4 kazdy vrchol stupeti p.

Uloha 7. Bud p prvodéislo a A podmnozina Z,,. Ukazte nerovnost

H{z+y|z,y€ A x+#y} >min{p,2A| - 3}.

Uloha 8. Bud p prvoéislo a d piirozené ¢islo. Dokazte, ze pro libovolné celé éislo
k existuji celd ¢isla a1, ..., x4 splitujic 2§ + - + 24 = k (mod p).

Uloha® 9. Bud p prvoéislo a A mnozina p¥irozenych é&sel spliiujici, ze
(i) prvky mnoziny A maji dohromady p — 1 prvociselnych déliteld,
(ii) soucin prvki jakékoli neprazdné podmnoziny X C A neni roven p-té mocniné
prirozeného cisla.
Kolik nejvyse prvki miize obsahovat mnozina A? (IMO Shortlist 2003)
Uloha 10. Mé&jme prvoéislo p a mnoziny Si, . . ., Sj zbytkt modulo p, jez viechny ob-
sahuji 0. Pfedpokladejme Zf:1(|5i\—1) > p. Ukazte, Ze pro libovolnd aq, ..., a, € Z,,

m4 rovnice a1x1 + - - - + aprr = 0 nenulové FeSeni (x1,...,2,) € S1 X -+ X Sk.
Uloha 11. Mgéjme mnoziny Si,...,S, zbytk modulo prvoéislo p, dile méjme
polynomy fi,..., fx € Zy[x1,...,z,] spliujici

k n
(p—1)> deg fi < > (ISi| —1).
i=1 j=1

Ukazte, ze pokud mé rovnice f; = -+ = fi = 0 feSeni z S1 X - -+ X Sy, pak méa dalsi
takové Teseni.

Uloha' 12. Mgéjme prvoéislo p, pfirozené é&slo n a vektory 1, ... s T(p—1)n+1 nad
Z,. Dokazte existenci neprazdné podmnoziny I C {1,...,(p — 1)n + 1} spliujici
2ier®i = 0.

*) V grafu G dokonce miiZzeme povolit existenci nasobnych hran.
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Uloha 13. Bud G = (V, E) graf. Pro kazdy vrchol v € V mame mnozinu zakdzangch
stupnii B(v). Dokazte:

(i) Pokud B(v) obsahuje pouze kladna ¢isla a zaroven ) . |B(v)| < |E|, pak lze
smazénim nékterych hran ziskat podgraf H (s alesponi jednou hranou), jehoz
vSechny vrcholy maji povolené stupné.

(ii) Pokud B(v) miize obsahovat i nulu a pro viechny v € V plati [B(v)| < 3 degv,
tak lze smazdnim nékterych hran ziskat podgraf H (klidné bez hran), jehoz
vSechny vrcholy maji povolené stupné.

Uloha® 14. Bud n pfirozené éslo. Ukazte, Ze z kazdjch 2n — 1 celjch &isel lze
vybrat n, jejichz soucet je délitelny n.

Uloha 15. Bud p prvoéislo, d pifirozené ¢islo a G = (V, E) graf s |V| > d(p — 1)
vrcholy. Ukazte, ze potom existuje neprazdnad podmnozina vrcholi U takova, zZe
pocet klik na d vrcholech protinajicich U je kongruentni 0 modulo p.

Uloha 16. Bud p prvoéislo a d piirozené ¢&slo. Kolik nejméné prvkd musi mit
podmnozina Y C Zg, kterd protina kazdou nadrovinu? (Brouwer-Schrijver)

Uloha 17. Bud G = (V, E) bipartitni graf. Pro kazdy vrchol v € V méame déanu
mnozinu povolengch barev L(v). Radi bychom obarvili kazdy vrchol v nékterou bar-
vou z L(v) tak, aby sousedici vrcholy dostaly rtizné barvy. Pfedpoklddejme, Ze hrany
G lze orientovat tak, aby kazdy vrchol v mél vstupni stupen deg;,(v) < |L(v)|. Do-
kazte, ze G lze korektné obarvit.

Uloha 18. Bud p prvoéislo, k < p—1,a ai,...,a, € Z, ne nutné ruzné zbytky.
Dokazte, ze pro jakékoli po dvou rtizné zbytky b1, ...,b; € Z, existuje permutace o
takovd, ze a1 + by (1), - - -, ak + b () jsou také po dvou riizné.

Uloha 19. Je déno sudé pfirozené ¢&islo n. Méjme piirozené éislo k a vektory
V1,..., v, € {£1}" takové, ze kazdy vektor v € {£1}" je kolmy na néktery z nich.
Ukazte, ze nejmensi mozna hodnota k je pravé n.

Chevalley-Warning Theorem

Zduraznéme nyni jednu z predchozich tloh, jejiz feseni dalo v minulém stoleti par
matematikim celkem zabrat.

Véta (Chevalley-Warning). Méjme prvocislo p spolu s polynomy fi,..., fm €
Zy[z1, . ..,y spliujicimi

m

Z deg f; < n.

i=1
Pokud ma soustava f1 = --- = fp, = 0 néjaké feseni v Z;, pak ma jesté dalsi takové
feSeni. PTresnéji, pocet reseni této soustavy nad Zj je nasobkem p.

My vétsinu Chevalley- Warningovy véty dokazali jako dusledek Nullstellensatz.
Mirné obecnéjsi verze zminénd vyse ale z Nullstellensatz pfimo nevyplyva. Presto
jeji dikaz neni nijak pfehnané komplikovany — jen celkem trikovy.
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Dikaz. Oznac¢ime-li h =[]~ (1 — ff_l), pocet Feseni soustavy f1 =---= f,, =0
Ize diky Malé Fermatové vété vyjadrit jako

Z h(ay,...,an) = Z H(l_fi(alvu-,an)pil)'

(al,...,an)EZg (al,.“,an)ezg =1

Kazdy ¢len z!' - - - z!» polynomu h do vysledné sumy ptispiva hodnotou

n
E wgll.;n:HE abi.

(a1,...,an)€ELY i=1a€%Z,

Ukazeme, ze ve skutecnosti kazdy takovy clen prispivé nulou. Z podminky ze zadani
je deg h < n(p—1), takze kazdy ¢len z* - - - 2t» polynomu h obsahuje nékteré x; pouze
v mocniné 0 < ¢; < p — 2. Potom ale modulo p (naptiklad z existence primitivniho

prvku) plati
Z a' = 0.
a€Zy

Dle predchozi rovnosti tedy kazdy ¢len h do sumy prispiva nulou, ¢imz jsme hotovi.
]

Chevalley- Warningova véta je sama o sobé velmi praktickym néstrojem — a
oproti Combinatorial Nullstellensatz je na prvni pohled trochu prehlednéjsi. Ve sku-
tec¢nosti uz jsme mnohé jeji aplikace vidéli — napiiklad tlohy z predeslé sekce ozna-
¢ené symbolem f (a urcité i lecjaké dalsi) se daji alternativné pfimocafe nahlédnout
z nasi ,slabsi verze“ Chevalley- Warningovy véty. Ukazme si nyni tlohu, ve které
tuto vétu pouzijeme v plné sile.

Uloha 20. Bud p prvoéislo a ay, . . . , az,_1 zbytky modulo p. Bud b libovolny zbytek
modulo p. Nahlédnéte, Ze pocet p-prvkovych podmnozin I C {1,...2p — 1}, soucet
jejichz prvki je kongruentni ¢islu b modulo p, je kongruentni 0 nebo 1 modulo p.

Hilbert’s Nullstellensatz

Pro dodéni jistého kontextu na zavér uvedme jinou (mnohem slavngjsi) nullstellen-
satz — tu Hilbertovu, kterd byla zformulovdna pfiblizné o sto let diiv. Ackoli spolu
obé véty souvisi, ani jedna neni primym duasledkem druhé. Hilbertova Nullstellensatz
sice popisuje ,mnoziny nulujicich se polynom“ pro libovolné S C K™ (tj. ne nutné
hyperkrychli), ale na druhou stranu funguje pouze nad extra péknymi télesy K (témi
algebraicky uzavienymi).

Definice. Téleso K se nazyva algebraicky uzaviené, ma-li kazdy nekonstantni po-
lynom v jednd proménné f € K|[z] n&jaky kofen.

Véta (Zakladni véta algebry*). Komplexni &sla C jsou algebraicky uzaviena.

*) .. .ktera neni ani zakladni, ani algebry“, jak ¥k znamé anekdota.
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Cviceni. Rozmyslete si, ze télesa Q, R, Z, pro prvocislo p nejsou algebraicky
uzaviend .

7 nasich znamych piikladu je tedy algebraicky uzaviené pouze C. Ackoli je tento
fakt obecné znamy, dikaz vyzaduje netrividlni praci.

Véta (Hilbert’s Nullstellensatz). Bud K algebraicky uzaviené téleso, G C
K[zq,...,x,] mnoZzina polynomt. Ozna¢me V(G) C K™ mnozinu jejich spoleénych
nul. Pro libovolny polynom f € KJz1,...,z,] je potom ekvivalentni:

(i) f se nuluje na celé mnoziné V(G),).
(ii) Existuji m, k € N, pro které se da f™ zapsat jako f™ = fig1 + -+ + frgx pro
vhodné fi,..., fr € K[z1,...,2:) 2 g1,...,9, € G.

Cviéeni. Vsimnéte si, Ze z pfedchozi véty tieba vyplyva:

Jsou-li g1,...,9r € Clxy,...,x,] takové komplexni polynomy, Ze soustava rovnic
g1 = -+ = gr = 0 nema feSeni v C, tak uz nutné existuji polynomy hy,...,h; €
Clz1, ..., zn] spliujic

higr + -+ + hngn = 1.
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Hinty

Hint 1. Pouzijte Nullstellensatz na polynom []'%)(z; — ;+1) € Q[z1,...,7100], kde do

kazdého S; dosazujeme dvé rizna c¢isla. Vyuzijte sudost ¢isla 100.

Hint 2. Vyjde m = 3n. Kdyby m < 3n, vynasobte linedrni rovnice vSech pfislusnych rovin
a nakonec odectéte vhodny skalarni nasobek [[7_, (v —j) - [T/=, (v — ) - [[j=1 (2 — J)-
Hint 3. Kdyby platila opa¢nd nerovnost, vezméte polynom [ c 4, (% +y — c), ktery se
nuluje na A x B.

Hint 4. Pfi vybirani polynomu pouzijte Maly Fermattv figl — pro vSechna x € Z, plati:
x = 0, pravé kdyz (:cpfl - 1) # 0. Pouzijte figl, vynasobte vSech m véci dohromady,
nakonec opravte trividlni nenulu pfi¢tenim vhodného polynomu vyssiho stupné (p — 1)n.
Hint 5. Kdyby m < n, vynasobte rovnice rovin dohromady a pfi¢tenim polynomu stupné
n opravte zbylou nenulu.

Hint 6. Kazdé hrané e pfifadte jednu proménnou z., do které budeme chtit dosazovat
{0, 1}; pro kazdy vrchol pak s pomoci Malého Fermata napiSte jednu rovnici. V8imnéte si
nulového (ne)feseni.

Hint 7. Vynéasobte (x + y — ¢) pfes vSechna c jako na levé strané nerovnosti. Kde viude
se nuluje polynom (z — y)? Budte opatrni pfi ovéfovani pfedpokladi Nullstellensatz.

—1 v o
Pt spole¢né

Hint 8. S pomoci fad bino méjmte d | p—1. Polynom (x‘f +ofad - k:)
s Malym Fermatovym figlem pak postaci.

Hint 9. Vyjde (p — 1)2, konstrukce je jasna. Cisla z A odpovidaji vektortim délky p — 1.
Kdyby |A| > (p — 1) + 1, uvaste |A| proménngch s hodnotami v {0, 1}. Napiste s Malym
Fermatem pro kazdé z danych prvocisel rovnici stupné p — 1, jejichz soucin se nuluje pravé
kdyz plati druhd podminka. Pfi¢tenim vhodného polynomu stupné |A| opravte trividlni
nenulu.

Ve skutecnosti lze zapomenout na prvni podminku a ¢islo p— 1 nahradit obecnym d. Stejny
postup pak dévé vysledek d(p — 1).

Hint 10. Vezméte (a1z1 + - -- + arpxr)? ! — 1 a odedtéte polynom stupné Zf:1(|5i\ -1)
tak, aby se vysledek nuloval na celém S; X - -- X Sk.

Hint 11. Kdyby to tak nebylo, vezméte polynom Hle(l - fip_l) a opravte jeho jediné
nefeseni odectenim vhodného polynomu stupné 377, (|Si| — 1).

Hint 12. Kdyby to tak nebylo, v kazdé z n slozek s pomoci Malého Fermata napiste jednu
rovnici, vynasobte, pak pri¢tenim opravte trivialni nenulu.

Hint 13.

(i) Pro kazdou hranu e vezméte jednu proménnou x., pro kazdy vrchol v napiste |B(v)|
linedrnich rovnic, které se nemaji nulovat. Opravte trividlni (ne)feSeni.

(ii) Vezméte polynom stupné > i, |B(v)| ze zacatku predchozi ¢asti. Hledejte vhodny
nenulovy ,vedouci“ koeficient. MiZe se hodit bud Hallova véta, nebo vhodna orientace
grafu.

Hint 14. Pro n prvocislo pouzijte Chevalley- Warningovu vétu spolecné s Malym Fermatem.
Pak ukazte, Ze dokazovand vlastnost se dédi z ¢initeli na soucin.

Hint 15. Pro kazdy vrchol v € V predstavte proménnou z,, kterd bude nabyvat hodnot
z {0, 1} podle toho, zda = € U nebo = ¢ U. Pro kazdou d-kliku v G napiste polynom stupné
d, ktery se po dosazeni dava 1 ¢i 0 v zavislosti na tom, zda klika protind U ¢i nikoli. Pak
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seCtéte tyto polynomy pres vsechny d-kliky a pomoci Malého Fermata vyrobte polynom
stupné d(p — 1), ktery je nenulovy pravé pro hledana U. Opravte trividlni (ne)feSeni.
Hint 16. Odpovéd je d(p — 1) + 1, pro konstrukci staéi vzit ,soufadnicové pfimky“. Pro
spor at |Y| = d(p — 1), BUNO obsahuje Y pocatek o. Pak Y’ = Y \ {o} protin kazdou
nadrovinu s rovnici a1y1+- - - +aqyq = 1, kde a1, ..., a4 nejsou vSechny nulové, tj. polynom
I, ey @y + - + aya) € Zp[z1, ..., 4] se nuluje vSude kromé pocatku.

Hint 17. Pro kazdy vrchol v € V' vezméte jednu proménnou nabyvajici hodnot z L(v), graf
zorientujte a uvazte [ [, ,) wrana(%u — @v). Pro pouziti Nullstellensatz ted staci ukazat, Ze

degin(v) je nenulovy. Kazda orientace grafu GG se stejnymi vstupnimi a

koeficient u [],cy Tv
vystupnimi stupni do tohoto koeficientu prispéje +1, kde znaménko zavisi na tom, kolik
hran je tfeba otoCit. S pomoci Eulerovskych taht nahlédnéte, ze v pfipadé bipartitniho
grafu je to vzdy +1.

Hint 18. Vezméte B = {b1,...,b;} a proménné x1,...,z,. Kdyby tvrzeni neplatilo, po-

lynom
I[I @-2z) JI @i-2+ai—ay)
1<i<j<k 1<i<j<k

by se nuloval na hyperkrychli B¥ C Zk Dokazte, ze koeficient u :rk ! --x271 je kL.

Hint 19. Kdo to dofesi, dostane ¢okoladku.

Hint 20. Vezméte 2p — 1 proménnych, uvazte rovnice > .27 " x?~ Y=0a Stk Lai.
Jak souvisi pocet jejich spolecnych feseni s hledanym poctem podmnozm 17
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